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2023 年中考数学复习探究性试题汇编之四边形

一．解答题（共 15 小题）

1．（2022•迎泽区校级模拟）综合与实践：

如图，在正方形 ABCD中，点 E是边 AB上的一个动点（点 E与点 A，B不重合），连接

CE，过点 B作 BF⊥CE于点 G，交 AD于点 F．

（1）如图 1，求证：△ABF≌△BCE；

（2）如图 2，当点 E运动到 AB中点时，连接 DG，求证：DC＝DG；

（3）如图 3，若 AB＝4，连接 AG，当点 E在边 AB上运动的过程中．AG是否存在最小

值，若存在，请直接写出 AG最小值，及此时 AE的值；若不存在，请说明理由．

2．（2022•天桥区一模）（1）如图 1，在正方形 ABCD中，点 E，F分别是 AB，AD上的两

点，连接 DE，CF，DE⊥CF，则
��
��

的值为 ；

（2）如图 2，在矩形 ABCD中，AD＝5，CD＝3，点 E是 AD上的一点，连接 CE，BD，

且 CE⊥BD，则
��
��

的值为 ；

（3）如图 3，在四边形 ABCD中，∠A＝∠B＝90°，点 E为 AB上一点，连接 DE，过

点 C作 DE的垂线交 ED的延长线于点 G，交 AD的延长线于点 F，求证：
��
��

=
��
��

；

（4）如图 4，在 Rt△ABD中，∠BAD＝90°，AB＝3，AD＝9，将△ABD沿 BD翻折，

点 A落在点 C处得△CBD，点 E，F分别在边 AB，AD上，连接 DE，CF，DE⊥CF．请

问．
��
��

是定值吗？若是，直接写出这个定值，若不是，请说明理由．
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3．（2021秋•碑林区校级期末）同学们在第一次微课中听取了刘老师与杨老师关于面积等分

线练习的讲评，小浩同学对此产生兴趣，上网又查到了长方形的一些性质：长方形的对

角线相等且互相平分，对角线所在的直线是其一条面积等分线．请你利用以上性质，帮

小浩解决下面问题：

问题发现：

（1）如图①，已知长方形 ABCD，请画出它的一条面积等分线 l（不经过对角线）；

问题探究：

（2）四边形 OABC位于如图②所示的平面直角坐标系中，顶点 O位于原点，其余顶点

坐标为 A（4，6），B（8，7），C（10，0），CE是四边形 OABC的一条面积等分线，点 E

在 y轴上，请求出点 E的坐标．

问题解决：

（3）全民抗疫，西安加油！如图③，在平面直角坐标系中（长度单位为米），长方形

OABC是西安某小区在疫情期间为居民核酸检测围成的一个工作区域，顶点 A，C在坐标

轴上，O为坐标原点，记顶点 B（20，12），原有的一个出入口 D在边 OC上，且 CD＝4

米．为使工作高效有序，现计划在边 AB，OA，BC上依次再设出入口 E，G，H，沿 DE，

GH拉两道警戒线将工作区域分成面积相等的四部分．请问，是否存在满足上述条件的点

E，H，G，如存在，请求出点 E的坐标及 GH的函数表达式，如不存在，请说明理由．

4．（2021秋•丹阳市期末）四边形 ABCD若满足∠A+∠C＝180°，则我们称该四边形为“对

角互补四边形”．
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（1）四边形 ABCD为对角互补四边形，且∠B：∠C：∠D＝2：3：4，则∠A的度数

为 ；

（2）如图 1，四边形 ABCD为对角互补四边形，∠BAD＝∠BCD＝90°，AB＝AD．

求证：AC平分∠BCD．

小云同学是这么做的：延长 CD至 M，使得 DM＝BC，连 AM，可证明△ABC≌△ADM，

得到△ACM是等腰直角三角形，由此证明出 AC平分∠BCD，还可以知道 CB、CD、CA

三者关系为： ；

（3）如图 2，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠BAD＝60°，AB＝AD，试证

明：

①AC平分∠BCD；

②CA＝CB+CD；

（4）如图 3，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠ABC＝60°，AD＝CD，则 BA、

BC、BD三者关系为： ．

5．（2021•宜春一模）定义：有一组邻边相等且对角互补的四边形叫做等补四边形．

理解：（1）如图 1，点 A，B，C在⊙O上，∠ABC的平分线交⊙O于点 D，连接 AD，

CD．

求证：四边形 ABCD是等补四边形．

探究：（2）如图 2，在等补四边形 ABCD中，BA＝BC，连接 BD，BD是否平分∠ADC？

请说明理由．

运用：（3）如图 3，在等补四边形 ABCD中，CB＝CD，其外角∠FCB的平分线交 AB的

延长线于点 E，AB＝20，CE＝10，求 BE的长．
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6．（2020•新宾县模拟）在四边形 ABCD中，AB＝AD，∠BAD+∠BCD＝180°，连接 AC，

BD．

（1）如图 1，当∠BAD＝60°时，猜想线段 AC，BC，DC之间的数量关系 ；

（2）如图 2，当∠BAD＝90°时，猜想线段 AC，BC，DC之间的数量关系；并证明你的

猜想；

（3）如图 3，当∠BAD＝α（0°＜α＜180°）时，请直接写出线段 AC，BC，DC之间

的数量关系．（用含α的代数式表示）

7．（2020秋•洪山区期中）四边形 ABCD若满足∠A+∠C＝180°，则我们称该四边形为“对

角互补四边形”．

（1）如图 1，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠BAD＝90°，AB＝AD，求∠

ACB的度数．小云同学是这么做的：延长 CB至 M，使得 BM＝CD，连 AM，可证明△

CAD≌△MAB，通过判断△MAC的形状，可以得出结论．

①在图 1中按要求完成作图；

②△MAC的形状为 ；

③∠ACB＝ ；

（2）如图 2，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠BAD＝60°，AB＝AD，试证

明：CA＝CB+CD；



第 5页（共 50页）

（3）如图 3，等腰△ABD、等腰△CDE的顶角分别为∠BAD、∠C，点 B在线段 CE上，

且∠BAD与∠C互补．请你判断∠DAE与∠DBC的数量关系并证明．

8．（2020秋•莲湖区期中）（1）如图 1，在正方形 ABCD中，AE、DF相交于点 O且 AE⊥

DF则 AE和 DF的数量关系为 ．

（2）如图 2，在正方形 ABCD中，E、F、G分别是边 AD、BC、CD上的点，BG⊥EF，

垂足为 H．求证：EF＝BG．

（3）如图 3，在正方形 ABCD中，E、F、M分别是边 AD、BC、AB上的点，AE＝2，

BF＝5，BM＝1，将正方形沿 EF折叠，点 M的对应点恰好与 CD边上的点 N重合，求

CN的长度．

9．（2021春•莘县校级期末）我们规定：一组邻边相等且对角互补的四边形叫做“完美四边

形”．

（1）在①平行四边形，②菱形，③矩形，④正方形中，一定为“完美”四边形的是
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（请填序号）；

（2）在“完美”四边形 ABCD中，AB＝AD，∠B+∠D＝180°，连接 AC．

①如图 1，求证：AC平分∠BCD；

小明通过观察、实验，提出以下两种想法，证明 AC平分∠BCD：

想法一：通过∠B+∠D＝180°，可延长 CB到 E，使 BE＝CD，通过证明△AEB≌△ACD，

从而可证 AC平分∠BCD；

想法二：通过 AB＝AD，可将△ACD绕点 A顺时针旋转，使 AD与 AB重合，得到△AEB，

可证 C，B，E三点在一条直线上，从而可证 AC平分∠BCD．

请你参考上面的想法，帮助小明证明 AC平分∠BCD；

②如图 2，当∠BAD＝90°，用等式表示线段 AC，BC，CD之间的数量关系，并证明．

10．（2017秋•汉阳区期末）（1）探究：如图 1，在△ABC和△ADE都是等边三角形，点 D

在边 BC上．

①求∠DCE的度数；

②直接写出线段 CD，CE，AC之间的数量关系；

（2）应用：如图 2，在四边形 ABCD中，AB＝BC，∠ABC＝60°，P是四边形 ABCD内

一点，且∠APC＝120°，求证：PA+PC+PD≥BD；

（3）拓展；如图 3，在平面直角坐标系中，点 A的坐标为（﹣4，0），点 B是 y轴上一

个动点，以 AB为边在 AB的下方作等边△ABC，求 OC的最小值．

11．（2016秋•万全县校级月考）已知：如图，四边形 ABCD四条边上的中点分别为 E、F、

G、H，顺次连接 EF、FG、GH、HE，得到四边形 EFGH（即四边形 ABCD的中点四边

形）．

（1）四边形 EFGH的形状是 ，并证明你的结论．

（2）连接四边形 ABCD的对角线 AC与 BD，当 AC与 BD满足 条件时，四边形

EFGH是矩形；并证明你的结论．

（3）连接四边形 ABCD的对角线 AC与 BD，当 AC与 BD满足条件 时，四边形
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EFGH是正方形．（不用证明）

12．（2016春•山西校级期中）阅读理解，我们把依次连接任意一个四边形各边中点得到的

四边形叫中点四边形，如图 1，在四边形 ABCD中，E，F，G，H分别是边 AB，BC，CD，

DA的中点，依次连接各边中点得到中点四边形 EFGH．

（1）这个中点四边形 EFGH的形状是 ；

（2）如图 2，在四边形 ABCD中，点 M在 AB上且△AMD和△MCB为等边三角形，E、

F、G、H分别为 AB、BC、CD、AD的中点，试判断四边形 EFGH的形状并证明．

13．（2014•龙岩）如图，我们把依次连接任意四边形 ABCD各边中点所得四边形 EFGH叫

中点四边形．

（1）若四边形 ABCD是菱形，则它的中点四边形 EFGH一定是 ；

A．菱形 B．矩形 C．正方形 D．梯形

（2）若四边形 ABCD的面积为 S1，中点四边形 EFGH的面积记为 S2，则 S1与 S2的数量

关系是 S1＝ S2；

（3）在四边形 ABCD中，沿中点四边形 EFGH的其中三边剪开，可得三个小三角形，

将这三个小三角形与原图中未剪开的小三角形拼接成一个平行四边形，请画出一种拼接

示意图，并写出对应全等的三角形．
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14．（2012秋•工业园区校级期末）如图，四边形 ABCD中，E、F、G、H分别为各边的中

点，顺次连接 E、F、G、H，把四边形 EFGH称为中点四边形．连接 AC、BD，容易证

明：中点四边形 EFGH一定是平行四边形．

（1）如果改变原四边形 ABCD的形状，那么中点四边形的形状也随之改变，通过探索可

以发现：当四边形 ABCD的对角线满足 AC＝BD时，四边形 EFGH为菱形；

当四边形 ABCD的对角线满足 时，四边形 EFGH为矩形；

当四边形 ABCD的对角线满足 时，四边形 EFGH为正方形．

（2）试证明：S△AEH+S△CFG=
1
4S▱ABCD；

（3）利用（2）的结论计算：如果四边形 ABCD的面积为 2012，那么中点四边形 EFGH

的面积是 （直接将结果填在横线上）

15．（2012•番禺区校级模拟）请阅读下面知识：

梯形中位线的定义：梯形两腰中点的连线，叫做梯形的中位线．如图，E，F是梯形 ABCD

两腰 AB，CD的中点，则 EF是梯形的中位线梯形中位线与两底长度的关系：梯形中位

线长度等于两底长的和的一半如图：EF= 1
2（AD+BC）利用上面的知识，完成下面题目

的解答已知：直线 l与抛物线 M交于点 A，B两点，抛物线 M的对称轴为 y轴，过点 A，

B作 x轴的垂线段，垂足分别为 D，C，已知 A（﹣1，3），B（
1
2
，

3
2
）

（1）求梯形 ABCD中位线的长度；

（2）求抛物线 M的解析式；

（3）把抛物线 M向下平移 k个单位，得抛物线 M1（抛物线 M1的顶点保持在 x轴的上
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方），与直线 l的交点为 A1，B1，同样作 x轴的垂线段，垂足为 D1，C1，问此时梯形 A1B1C1D1

的中位线的长度（设为 h）与原来相比是否发生变化？若不变，说明理由．若有改变，求

出 h与 k的函数关系式．
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2023 年中考数学复习探究性试题汇编之四边形

参考答案与试题解析

一．解答题（共 15 小题）

1．（2022•迎泽区校级模拟）综合与实践：

如图，在正方形 ABCD中，点 E是边 AB上的一个动点（点 E与点 A，B不重合），连接

CE，过点 B作 BF⊥CE于点 G，交 AD于点 F．

（1）如图 1，求证：△ABF≌△BCE；

（2）如图 2，当点 E运动到 AB中点时，连接 DG，求证：DC＝DG；

（3）如图 3，若 AB＝4，连接 AG，当点 E在边 AB上运动的过程中．AG是否存在最小

值，若存在，请直接写出 AG最小值，及此时 AE的值；若不存在，请说明理由．

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；矩形 菱形 正方形；运算能力；推理能力．

【分析】（1）由“ASA”可证△ABF≌△BCE；

（2）由“ASA”可证△ABF≌△BCE，可得 BE＝AF，证出 AF＝DF，由“AAS”可证△

ABF≌△DHF，可得 AB＝DH＝CD，由直角三角形的性质可得结论；

（3）以 BC为直径作⊙O，连接 AO，OG，由题意可得点 G在以 BC为直径的⊙O上，

则当点 G在 AO上时，AG有最小值，由勾股定理可求 AO的长，可得 AG＝2 5 −2，由

等腰三角形的性质和全等三角形的性质可得 AF＝AG＝BE，即可求解．

【解答】（1）证明：∵四边形 ABCD是正方形，

∴AB＝BC，∠BAD＝∠CBA＝90°，

∴∠CEB+∠BCE＝90°，

∵BF⊥CE，

∴∠ABF+∠CEB＝90°，
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∴∠ABF＝∠BCE，

在△ABF和△BCE中，

∠��� = ∠��� = 90°
�� = ��
∠��� = ∠���

，

∴△ABF≌△BCE（ASA），

（2）证明：如图 2，延长 CD，BF交于点 H，

∵点 E是 AB的中点，

∴BE= 1
2AB，

∵四边形 ABCD是正方形，

∴CD∥AB，AD＝AB＝BC，∠BAD＝∠CBA＝90°，

∴∠CEB+∠BCE＝90°，

∵BF⊥CE，

∴∠ABF+∠CEB＝90°，

∴∠ABF＝∠BCE，

又∵AB＝BC，∠FAB＝∠EBC＝90°，

∴△ABF≌△BCE（ASA），

∴BE＝AF，

∴BE＝AF= 1
2AB=

1
2AD，

∴AF＝DF，

∵AB∥CD，

∴∠ABF＝∠H，

在△ABF和△DHF中，
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∠��� = ∠�
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△ABF≌△DHF（AAS）

∴AB＝DH，

∴DH＝CD，

又∵BF⊥CE，

∴∠BGH＝90°，

∴DC＝DH＝DG．

（3）解：AG存在最小值．

如图 3，以 BC为直径作⊙O，连接 AO，OG，

∵BF⊥CE，

∴∠BGC＝90°，

∴点 G在以 BC为直径的⊙O上，

在△AGO中，AG≥AO﹣GO，

∴当点 G在 AO上时，AG有最小值，

此时：如图 4，

∵BC＝AB＝4，点 O是 BC中点，

∴BO＝2＝CO，

∵AO= ��2 + ��2 = 42 + 22 =2 5，
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∴AG＝2 5 −2，

∵OG＝OB，

∴∠OBG＝∠OGB，

∵AD∥BC，

∴∠AFG＝∠OBG，

∴∠AFG＝∠OBG＝∠OGB＝∠AGF，

∴AG＝AF＝2 5 −2，

由（2）可得 AF＝BE＝2 5 −2，

∴AE＝AB﹣BE＝4﹣（2 5 −2）＝6﹣2 5．

【点评】本题是四边形综合题，考查了正方形的性质，全等三角形的判定和性质，圆的

有关知识，三角形三边关系等知识，添加恰当辅助线构造全等三角形是本题的关键．

2．（2022•天桥区一模）（1）如图 1，在正方形 ABCD中，点 E，F分别是 AB，AD上的两

点，连接 DE，CF，DE⊥CF，则
��
��

的值为 1 ；

（2）如图 2，在矩形 ABCD中，AD＝5，CD＝3，点 E是 AD上的一点，连接 CE，BD，

且 CE⊥BD，则
��
��

的值为
3
5

；

（3）如图 3，在四边形 ABCD中，∠A＝∠B＝90°，点 E为 AB上一点，连接 DE，过

点 C作 DE的垂线交 ED的延长线于点 G，交 AD的延长线于点 F，求证：
��
��

=
��
��

；

（4）如图 4，在 Rt△ABD中，∠BAD＝90°，AB＝3，AD＝9，将△ABD沿 BD翻折，

点 A落在点 C处得△CBD，点 E，F分别在边 AB，AD上，连接 DE，CF，DE⊥CF．请

问．
��
��

是定值吗？若是，直接写出这个定值，若不是，请说明理由．

【考点】相似形综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；推理能力．
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【分析】（1）根据正方形的性质，利用 ASA证明△ADE≌△DCF，得 DE＝CF，从而得

出答案；

（2）首先根据同角的余角相等知∠ADB＝∠DCE，则△ADB∽△DCE，得
��
��

=
��
��

=
3
5
；

（3）过点作CH⊥AD，交AD延长线于H，利用两个角相等可证明△ADE∽△HCF，得
��
��

=

��
��

；

（4）连接 AC交 BD于 H，CF与 DE交于 G，CF与 DB交于 P，首先可证明△ACF∽△

BDE，得
��
��

=
��
��

，再利用勾股定理求出 BD，面积法求出 AC的长，从而得出答案．

【解答】（1）解：∵四边形 ABCD是正方形，

∴AD＝DC，∠A＝∠FDC＝90°，

∵DE⊥CF，

∴∠ADE+∠DFC＝90°，∠DFC+∠DCF＝90°，

∴∠ADE＝∠DCF，

在△ADE与△DCF中，

∠��� = ∠���
�� = ��
∠� = ∠���

，

∴△ADE≌△DCF（ASA），

∴DE＝CF，

∴
��
��

= 1，

故答案为：1；

（2）解：∵四边形 ABCD为矩形，

∴∠A＝∠EDC＝90°，

∵CE⊥BD，

∴∠ADB+∠CED＝90°，∠CED+∠DCE＝90°，

∴∠ADB＝∠DCE，

∴△ADB∽△DCE，

∴
��
��

=
��
��

=
3
5
，

故答案为：
3
5
；
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（3）证明：如图，过点作 CH⊥AD，交 AD延长线于 H，

∵∠H＝∠A＝∠B＝90°，

∴四边形 ABCH为矩形，

∴CH＝AB，

∵CG⊥EG，

∴∠G＝90°＝∠A＝∠H，

∵∠ADE＝∠GDF，

∵∠GFD＝∠HFC，

∴∠ADE＝∠HCF，

∴△ADE∽△HCF，

∴
��
��

=
��
��

；

（4）解：
��
��

=
5
3
是定值，理由如下：

连接 AC交 BD于 H，CF与 DE交于 G，CF与 DB交于 P，

∵将△ABD沿 BD翻折，点 A落在点 C处得△CBD，

∴AC⊥BD，

∴∠BAH+∠CAF＝90°，∠BAH+∠EBD＝90°，∠CHP＝90°，

∴∠CAF＝∠DBE，

∵CF⊥DE，

∴∠PGD＝90°＝∠CHP，

∵∠HPC＝∠GPD，

∴∠ACF＝∠BDE，
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∴△ACF∽△BDE，

∴
��
��

=
��
��

，

∵AB＝3，AD＝9，

由勾股定理得 BD= ��2 + ��2 =3 10，

∴
1
2
�� ⋅ �� =

1
2
�� ⋅ ��，

∴AH= ��⋅��
�� = 3×9

3 10
= 9 10

10 ，

∴AC＝2AH= 9 10
5 ，

∴
��
��

=
��
��

=
5
3
．

【点评】本题是相似形综合题，主要考查了正方形和矩形的性质，全等三角形的判定与

性质，相似三角形的判定与性质，勾股定理等知识，熟练掌握相似三角形的判定与性质

是解题的关键．

3．（2021秋•碑林区校级期末）同学们在第一次微课中听取了刘老师与杨老师关于面积等分

线练习的讲评，小浩同学对此产生兴趣，上网又查到了长方形的一些性质：长方形的对

角线相等且互相平分，对角线所在的直线是其一条面积等分线．请你利用以上性质，帮

小浩解决下面问题：

问题发现：

（1）如图①，已知长方形 ABCD，请画出它的一条面积等分线 l（不经过对角线）；

问题探究：

（2）四边形 OABC位于如图②所示的平面直角坐标系中，顶点 O位于原点，其余顶点

坐标为 A（4，6），B（8，7），C（10，0），CE是四边形 OABC的一条面积等分线，点 E

在 y轴上，请求出点 E的坐标．

问题解决：

（3）全民抗疫，西安加油！如图③，在平面直角坐标系中（长度单位为米），长方形

OABC是西安某小区在疫情期间为居民核酸检测围成的一个工作区域，顶点 A，C在坐标

轴上，O为坐标原点，记顶点 B（20，12），原有的一个出入口 D在边 OC上，且 CD＝4

米．为使工作高效有序，现计划在边 AB，OA，BC上依次再设出入口 E，G，H，沿 DE，

GH拉两道警戒线将工作区域分成面积相等的四部分．请问，是否存在满足上述条件的点

E，H，G，如存在，请求出点 E的坐标及 GH的函数表达式，如不存在，请说明理由．
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【考点】一次函数综合题．菁优网版权所有

【专题】图表型；推理能力．

【分析】（1）找出图形的中点，即可画出一条面积等分线；

（2）几何知识的综合应用，分清矩形的性质，面积的等分线，梯形的性质等知识，逐一

分析坐标后，找到一条面积等分线，列式计算，即可解决问题；

（3）利用图形的设计，待定系数法求一次函数的解析式，即可解决问题．

【解答】解（1）如图①：过点 O作 MN，分别交 AD、BC于 M、N，

∵点 O为正方形 ABCD的对角线交点，

∴点为 AC、BD的中点，

∴点 M、点 N分别是 AD、BC的中点，

∴长方形 ABNM的面积＝长方形 MNCD的面积，

∴MN为长方形 ABCD的一条面积等分线．

（2）如图②：过点 A作 AP⊥OC交 OC于 P，过点 B作 BQ⊥OC交 OC于 Q，

∵A（4，6），B（8，7），C（10，0），

∴S 四边形OABC＝S△OAP+S 四边形 APQB+S△BQC



第 18页（共 50页）

= 4×6
2 + (6+7)×4

2 + 7×2
2

＝45，

∵S△AOC=
10×6
2 = 30，且 30＞ 45

2，

∴CE与 OA有交点，并假设该交点为 F，

∵CE是四边形 OABC的一条面积等分线，

∴S△OFC=
1
2•S 四边形OABC=

45
2 ，即

1
2
× 10 × �� =

45
2
，

∴yF=
9
2，

∵点 F在 OA上，

∴y= 3
2 �，

又∵yF=
9
2，

∴xF＝3，

∴F（3，
9
2
），

∵C（10，0），F（3，
9
2
），

∴直线 CF的方程为：y=− 9
14 � +

45
7 ，

令 x＝0，得 y= 45
7 ，

∴点 E的坐标为（0，
45
7
）．

（3）如图 3：在 AB上取 AE＝CD＝4，连接 DE，则 E（4，12），

取 DE的中点 M，AO的中点 N，连接 MN，

则 MN是梯形 AODE的中位线，

∴MN= 20
2 = 10（米），
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AN＝ON＝6（米），

∴点 M的坐标为（10，6），

由于长方形被分成四块面积相等的部分，

∴每块面积为：
1
4
× 20 × 12 = 60（平方米），

又∵S 梯形 AEMN=
1
2 × (4 + 10) × 6 = 42（平方米），

在点的下方取一点 G，使 S△MNG＝60﹣42＝18（平方米），

由 S= 1
2NG•MN得：NG= 2�

�� = 36
10 = 3.6（米），

∴OG＝6﹣3.6＝2.4（米），

∴点 G坐标为（0，2.4），

连接 GM并延长交 BC于 H，

则 D、E、G、H为所求作的点，

设 GH的解析式为：y＝kx+b，

则 b＝2.4，10k+b＝6，

解得：k＝0.36，b＝2.4，

∴y＝0.36x+2.4．

【点评】主要考查了图形的设计，待定系数法求一次函数的解析式，矩形的性质，面积

的等分线，梯形的性质等知识，解题关键是利用面积确定点 G的位置．

4．（2021秋•丹阳市期末）四边形 ABCD若满足∠A+∠C＝180°，则我们称该四边形为“对

角互补四边形”．

（1）四边形 ABCD为对角互补四边形，且∠B：∠C：∠D＝2：3：4，则∠A的度数为

90° ；

（2）如图 1，四边形 ABCD为对角互补四边形，∠BAD＝∠BCD＝90°，AB＝AD．

求证：AC平分∠BCD．
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小云同学是这么做的：延长 CD至 M，使得 DM＝BC，连 AM，可证明△ABC≌△ADM，

得到△ACM是等腰直角三角形，由此证明出 AC平分∠BCD，还可以知道 CB、CD、CA

三者关系为： CD+BC= 2AC ；

（3）如图 2，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠BAD＝60°，AB＝AD，试证

明：

①AC平分∠BCD；

②CA＝CB+CD；

（4）如图 3，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠ABC＝60°，AD＝CD，则 BA、

BC、BD三者关系为： BC+AB= 3BD ．

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】多边形与平行四边形；几何直观；运算能力；推理能力．

【分析】（1）根据对角互补，求解即可；

（2）由题意可得 AC＝AM，BC＝DM，CM= 2AC，即可得 CM＝CD+BC= 2AC；

（3）①延长 CD至 M，使 DM＝BC，连接 AM，证明△ABC≌△ADM（SAS），可确定△

ACM是等边三角形，在求出∠ACB＝∠ACM，即可证明；

②由①直接可证明；

（4）延长 BC至 M，使 CM＝AB，连接 DM，证明△ADB≌△CDM（SAS），结合已知可

求∠M＝∠DBM＝30°，过点 D作 DN⊥BM交于点 N，则有 BM＝2MN，BM= 3BD，

再由 BM＝BC+CM＝BC+AB= 3BD即可求解．

【解答】解：（1）∵四边形 ABCD为对角互补四边形，

∴∠B+∠D＝180°，

∵∠B：∠C：∠D＝2：3：4，

∴∠B＝180°× 1
3 =60°，

∴∠C＝90°，

∴∠A＝90°，

故答案为：90°；

（2）∵△ABC≌△ADM，

∴AC＝AM，BC＝DM，

∵△ACM是等腰直角三角形，
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∴CM= 2AC，

∵CM＝CD+DM，

∴CM＝CD+BC= 2AC，

故答案为：CD+BC= 2AC；

（3）①延长 CD至 M，使 DM＝BC，连接 AM，

∵四边形 ABCD为对角互补四边形，

∴∠B+∠ADC＝180°，

∴∠ADM＝∠B，

∵AB＝AD，

∴△ABC≌△ADM（SAS），

∴AC＝AM，∠BAC＝∠CAM，

∵∠BAD＝60°，

∴∠CAM＝60°，

∴△ACM是等边三角形，

∴∠ACM＝∠M＝60°，

∵∠ACB＝∠M，

∴∠ACB＝60°，

∴∠ACB＝∠ACM，

∴AC平分∠BCD；

②∵AC＝CM，BC＝DM，

∴CM＝CD+DM＝CD+BC，

∴AC＝CD+BC；

（4）延长 BC至 M，使 CM＝AB，连接 DM，

∵四边形 ABCD为对角互补四边形，

∴∠A+∠BCD＝∠BCD+∠DCM＝180°，

∴∠A＝∠DCM，

∵AD＝CD，

∴△ADB≌△CDM（SAS），

∴BD＝MD，∠ADB＝∠CDM，
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∵∠ABC＝60°，

∴∠ADC＝120°，

∴∠BDM＝120°，

∴∠M＝∠DBM＝30°，

过点 D作 DN⊥BM交于点 N，

∴N为 BM的中点，

∴BM＝2MN，

在 Rt△DNM中，MN= 3
2 DM=

3
2 BD，

∴BM= 3BD，

∵BM＝BC+CM＝BC+AB= 3BD，

故答案为：BC+AB= 3BD．

【点评】本题是四边形的综合题，熟练掌握三角形全等的判定及性质，等腰三角形的性

质，恰当的构造辅助线是解题的关键．

5．（2021•宜春一模）定义：有一组邻边相等且对角互补的四边形叫做等补四边形．

理解：（1）如图 1，点 A，B，C在⊙O上，∠ABC的平分线交⊙O于点 D，连接 AD，

CD．

求证：四边形 ABCD是等补四边形．

探究：（2）如图 2，在等补四边形 ABCD中，BA＝BC，连接 BD，BD是否平分∠ADC？
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请说明理由．

运用：（3）如图 3，在等补四边形 ABCD中，CB＝CD，其外角∠FCB的平分线交 AB的

延长线于点 E，AB＝20，CE＝10，求 BE的长．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】新定义；圆的有关概念及性质；推理能力．

【分析】（1）由圆内接四边形对角互补可知∠A+∠C＝180°，∠ABC+∠ADC＝180°，

再证 AD＝CD，即可根据等补四边形的定义得出结论；

（2）过点 B分别作 BE⊥DC于点 E，BF垂直 DA的延长线于点 F，证△ABF≌△CBE，

得到 BF＝BE，根据角平分线的判定可得出结论；

（3）连接 AC，先证∠BAD＝∠BCF，推出∠BCE＝∠BAC，再证△BCE∽△CAE，利用

相似三角形对应边的比相等可求出 BE的长．

【解答】解：（1）证明：∵四边形 ABCD为圆内接四边形，

∴∠A+∠C＝180°，∠ABC+∠ADC＝180°，

∵BD平分∠ABC，

∴∠ABD＝∠CBD，

∴弧 AD＝弧 CD，

∴AD＝CD，

∴四边形 ABCD是等补四边形；

（2）BD平分∠ADC，理由如下：

过点 B分别作 BE⊥DC于点 E，BF垂直 DA的延长线于点 F，如图：
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则∠AFB＝∠CEB＝90°，

∵四边形 ABCD是等补四边形，

∴∠C+∠BAD＝180°，

又∠BAE+∠BAD＝180°，

∴∠C＝∠BAF，

∵AB＝BC，

∴△ABF≌△CBE（AAS），

∴BF＝BE，

∴BD是∠ADC的平分线，即 BD平分∠ADC；

（3）连接 AC，如图：

∵四边形 ABCD是等补四边形，

∴∠BCD+∠BAD＝180°，

又∠BCD+∠BCF＝180°，

∴∠BAD＝∠BCF，

∵CF平分∠BCF，

∴∠BCE= 1
2∠BCF，

由（2）知，AC平分∠BAD，

∴∠BAC= 1
2∠BAD，

∴∠BCE＝∠BAC，

又∠E＝∠E，
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∴△BCE∽△CAE，

∴
��
��

=
��
��

，

∵AB＝20，CE＝10，

∴
10

20+��
=

��
10

，解得 BE＝10 2 −10（﹣10 2 −10舍去），

∴BE＝10 2 −10．

【点评】本题考查了新定义等补四边形，圆的有关性质，全等三角形的判定与性质，角

平分线的判定，相似三角形的判定与性质等，解题关键是要能够通过自主学习来进行探

究，运用等．

6．（2020•新宾县模拟）在四边形 ABCD中，AB＝AD，∠BAD+∠BCD＝180°，连接 AC，

BD．

（1）如图 1，当∠BAD＝60°时，猜想线段 AC，BC，DC 之间的数量关系 AC＝

BC+DC ；

（2）如图 2，当∠BAD＝90°时，猜想线段 AC，BC，DC之间的数量关系；并证明你的

猜想；

（3）如图 3，当∠BAD＝α（0°＜α＜180°）时，请直接写出线段 AC，BC，DC之间

的数量关系．（用含α的代数式表示）

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；推理能力．

【分析】（1）延长 CD到点 E，使 DE＝BC，连接 AE，利用 SAS证明△ABC≌△ADE，

得 AC＝AE，BC＝DE，∠BAC＝∠DAE，再证明△ACE是等边三角形，可得结论；

（2）延长 CD到 E，使 DE＝BC，连接 AE，与（1）同理得△ABC≌△ADE，△ACE是

等腰直角三角形，再利用等腰直角三角形的性质可得结论；
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（3）延长 CD到 E，使 DE＝BC，连接 AE，与（1）同理得△ABC≌△ADE，过点 A作

AF⊥CE于 E，得 CF＝FE= 1
2�� = 1

2 (�� + ��)，∠��� = ∠��� = 1
2∠��� = 1

2�，从

而解决问题．

【解答】解：（1）如图，延长 CD到点 E，使 DE＝BC，连接 AE，

∵∠BAD+∠BCD＝180°，

∴∠ABC+∠ADC＝180°，

∵∠ADC+∠ADE＝180°，

∴∠ABC＝∠ADE，

在△ABC与△ADE中，

�� = ��
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△ABC≌△ADE（SAS），

∴AC＝AE，BC＝DE，∠BAC＝∠DAE，

∴∠CAE＝∠CAD+∠DAE＝∠CAD+∠BAC＝60°，

∴△ACE是等边三角形，

∴AC＝CE＝CD+DE＝CD+BC，

故答案为：AC＝BC+DC；

（2）BC+DC= 2AC，理由如下：

如图，延长 CD到 E，使 DE＝BC，连接 AE，
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∵∠BAD+∠BCD＝180°，

∴∠ABC+∠ADC＝180°，

∵∠ADC+∠ADE＝180°，

∴∠ABC＝∠ADE，

∵AB＝AD，BC＝DE，

∴△ABC≌△ADE（SAS），

∴AC＝AE，∠BAC＝∠DAE，

∴∠CAE＝∠CAD+∠DAE＝∠CAD+∠BAC＝∠BAD＝90°，

∴△ACE是等腰直角三角形，

∴∠ACE＝∠AEC＝45°，

在 Rt△CAE中，cos∠ACE＝cos45°= 2
2 ，

∴CE= 2AC，

∵BC＝DE，

∴BC+DC＝DE+DC＝CE= 2AC；

（3）BC+DC＝2AC⋅ ��� �2，理由如下：

如图，延长 CD到 E，使 DE＝BC，连接 AE，
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∵∠BAD+∠BCD＝180°，

∴∠ABC+∠ADC＝180°，

∵∠ADC+∠ADE＝180°，

∴∠ABC＝∠ADE，

在△ABC与△ADE中，

�� = ��
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△ABC≌△ADE（SAS），

∴AC＝AE，BC＝DE，∠BAC＝∠DAE，

∴∠CAE＝∠CAD+∠DAE＝∠CAD+∠BAC＝α，

过点 A作 AF⊥CE，

∴CF＝FE= 1
2�� = 1

2 (�� + ��)，∠��� = ∠��� = 1
2∠��� = 1

2�，

∴sin
�
2
=

��
��

=
1
2(��+��)

��
，

∴BC+DC＝2AC⋅ ��� �2．

【点评】本题是四边形综合题，主要考查了全等三角形的判定与性质，等腰直角三角形

的判定与性质，等边三角形的判定与性质，三角函数等知识，熟练掌握对角互补模型是

解题的关键．

7．（2020秋•洪山区期中）四边形 ABCD若满足∠A+∠C＝180°，则我们称该四边形为“对

角互补四边形”．

（1）如图 1，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠BAD＝90°，AB＝AD，求∠
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ACB的度数．小云同学是这么做的：延长 CB至 M，使得 BM＝CD，连 AM，可证明△

CAD≌△MAB，通过判断△MAC的形状，可以得出结论．

①在图 1中按要求完成作图；

②△MAC的形状为 等腰直角三角形 ；

③∠ACB＝ 45° ；

（2）如图 2，四边形 ABCD为对角互补四边形，且满足∠BAD＝60°，AB＝AD，试证

明：CA＝CB+CD；

（3）如图 3，等腰△ABD、等腰△CDE的顶角分别为∠BAD、∠C，点 B在线段 CE上，

且∠BAD与∠C互补．请你判断∠DAE与∠DBC的数量关系并证明．

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；等腰三角形与直角三角形；多边形与平行四边形；推理能力．

【分析】（1）①按题意画出图形即可；

②延长 CB至 M，使得 BM＝CD，连 AM，证明△CAD≌△MAB（SAS），由全等三角形

的性质得出∠CAD＝∠MAB，AC＝AM，可得出∠CAM＝90°，则可得出答案；

③由等腰三角形的性质可得出答案；

（2）延长 CB至 M，使得 BM＝CD，连 AM，证明△CAD≌△MAB（SAS），得出∠CAD

＝∠MAB，AC＝AM，证明△ACM为等边三角形，则可得出答案；

（3）延长 CD至 M，使得 DM＝CB，连 AM，AC，证明△ABC≌△ADM（SAS），得出

AC＝AM，则∠M＝∠ACB＝∠ACD，证明△ACD≌△ACE（SAS），由全等三角形的性质

得出 AD＝AB＝AE，得出∠DAE＝2∠DBE，则可得出答案．

【解答】（1）解：①如图 1，
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②如图 1，延长 CB至 M，使得 BM＝CD，连 AM，

∵∠ADC+∠ABC＝180°，∠ABM+∠ABC＝180°，

∴∠ADC＝∠ABM，

∵AD＝AB，

∴△CAD≌△MAB（SAS），

∴∠CAD＝∠MAB，AC＝AM，

∵∠CAD+∠CAB＝90°，

∴∠MAB+∠CAB＝90°．

即∠CAM＝90°，

∴△MAC为等腰直角三角形；

故答案为：等腰直角三角形；

③∵△MAC为等腰直角三角形，

∴∠ACB＝45°．

故答案为：45°；

（2）证明：如图 2，延长 CB至 M，使得 BM＝CD，连 AM，

∵∠ADC+∠ABC＝180°，∠ABM+∠ABC＝180°，

∴∠ADC＝∠ABM，

∵AD＝AB，
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∴△CAD≌△MAB（SAS），

∴∠CAD＝∠MAB，AC＝AM，

∴∠CAM＝∠MAB+∠CBA＝∠CAD+∠CBA＝∠BAD＝60°，

∴△ACM为等边三角形，

∴CA＝CM＝CB+BM＝CB+CD．

（3）
1
2
∠��� + ∠��� =180°．理由如下：

证明：如图 3，延长 CD至 M，使得 DM＝CB，连 AM，AC，

则∠ADM＝∠ABC，

又 AB＝AD，

∴△ABC≌△ADM（SAS），

∴AC＝AM，

∴∠M＝∠ACB＝∠ACD，

又 CD＝CE，CA＝CA，

∴△ACD≌△ACE（SAS），

∴AD＝AB＝AE，

∴∠DAE＝2∠DBE，

∵∠DBE+∠DBC＝180°，

∴
1
2
∠DAE+∠DBC＝180°．

【点评】本题是四边形综合题，考查了等边三角形的判定与性质，等腰三角形的性质，

全等三角形的判定和性质，等腰直角三角形的判定与性质等知识，添加恰当辅助线构造

全等三角形是本题的关键．

8．（2020秋•莲湖区期中）（1）如图 1，在正方形 ABCD中，AE、DF相交于点 O且 AE⊥

DF则 AE和 DF的数量关系为 AE＝DF ．
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（2）如图 2，在正方形 ABCD中，E、F、G分别是边 AD、BC、CD上的点，BG⊥EF，

垂足为 H．求证：EF＝BG．

（3）如图 3，在正方形 ABCD中，E、F、M分别是边 AD、BC、AB上的点，AE＝2，

BF＝5，BM＝1，将正方形沿 EF折叠，点 M的对应点恰好与 CD边上的点 N重合，求

CN的长度．

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；图形的全等；矩形 菱形 正方形；几何直观．

【分析】（1）证明∠BAE＝∠ADF，则△ABE≌△DAF（AAS），即可求解；

（2）证明△BCG≌EMF△（ASA），即可求解；

（3）证明知△EHF≌△MGN（ASA），则 NG＝HF，而 AE＝2，BF＝5，故 NG＝HF＝5

﹣2＝3，进而求解．

【解答】解：（1）∵∠DAO+∠BAE＝90°，∠DAO+∠ADF＝90°，

∴∠BAE＝∠ADF，

在△ABE和△DAF中，
∠��� = ∠���
�� = ��
∠��� = ∠���

，

∴△ABE≌△DAF（ASA），

∴AE＝DF，

故答案为 AE＝DF；

（2）如图 1，故点 E作 EM⊥BC于点 M，则四边形 ABME为矩形，
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则 AB＝EM，

在正方形 ABCD中，AB＝BC，

∴EM＝BC，

∵EM⊥BC，

∴∠MEF+∠EFM＝90°，

∵BC⊥EM，

∴∠CBG+∠EFM＝90°，

∴∠CBG＝∠MEF，

在△BCG和△EMF中，

∠��� = ∠���
�� = ��
∠� = ∠��� = 90°

，

∴△BCG≌△EMF（ASA），

∴BG＝EF；

（3）如图 2，连接 MN，

∵M、N关于 EF对称，

∴MN⊥EF，过点 E作 EH⊥BC于点 H，

过点 M作 MG⊥CD于点 G，则 EH⊥MG，
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由（2）同理可得：△EHF≌△MGN（ASA），

∴NG＝HF，

∵AE＝2，BF＝5，

∴NG＝HF＝5﹣2＝3，

又∵GC＝MB＝1，

∴NC＝NG+CG＝3+1＝4．

【点评】本题为四边形综合题，主要考查的是三角形全等和正方形的性质，有一定的综

合性，难度适中．

9．（2021春•莘县校级期末）我们规定：一组邻边相等且对角互补的四边形叫做“完美四边

形”．

（1）在①平行四边形，②菱形，③矩形，④正方形中，一定为“完美”四边形的是 ④

（请填序号）；

（2）在“完美”四边形 ABCD中，AB＝AD，∠B+∠D＝180°，连接 AC．

①如图 1，求证：AC平分∠BCD；

小明通过观察、实验，提出以下两种想法，证明 AC平分∠BCD：

想法一：通过∠B+∠D＝180°，可延长 CB到 E，使 BE＝CD，通过证明△AEB≌△ACD，

从而可证 AC平分∠BCD；

想法二：通过 AB＝AD，可将△ACD绕点 A顺时针旋转，使 AD与 AB重合，得到△AEB，

可证 C，B，E三点在一条直线上，从而可证 AC平分∠BCD．

请你参考上面的想法，帮助小明证明 AC平分∠BCD；

②如图 2，当∠BAD＝90°，用等式表示线段 AC，BC，CD之间的数量关系，并证明．

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】图形的全等；等腰三角形与直角三角形；矩形 菱形 正方形；平移、旋转与对



第 35页（共 50页）

称．

【分析】（1）由“完美四边形”定义可求解；

（2）①想法一：由“SAS”可证△ADC≌△ABE，可得∠ACD＝∠AEB，AC＝AE，由等

腰三角形的性质可得结论；

想法二：由旋转的性质可得∠ADC＝∠ABE，∠ACD＝∠AEB，AC＝AE，可证点 C，B，

E在一条直线上，由等腰三角形的性质可得结论；

②延长 CB使 BE＝CD，连接 AE，由①可得△ACE为等腰三角形，由∠BAD＝90°，

可证△ACE为等腰直角三角形，即可得解．

【解答】解：（1）由“完美四边形”的定义可得正方形是“完美四边形”．

故答案为：④

（2）

①想法一：延长 CB使 BE＝CD，连接 AE

∵∠ADC+∠ABC＝180°，∠ABE+∠ABC＝180°，

∴∠ADC＝∠ABE

∵AD＝AB，

∴△ADC≌△ABE（SAS）

∴∠ACD＝∠AEB，AC＝AE

∴∠ACB＝∠AEB．

∴∠ACD＝∠ACB．

即 AC平分∠BCD；

想法二：将△ACD绕点 A顺时针旋转，使 AD边与 AB边重合，得到△ABE，
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∴△ADC≌△ABE．

∴∠ADC＝∠ABE；

∠ACD＝∠AEB；

AC＝AE．

∵∠ADC+∠ABC＝180°，

∴∠ABE+∠ABC＝180°．

∴点 C，B，E在一条直线上．

∵AC＝AE，

∴∠ACB＝∠AEB

∴∠ACD＝∠ACB

即 AC平分∠BCD

②BC+CD= 2AC

理由如下：

延长 CB使 BE＝CD，连接 AE，
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由 ①得△ACE为等腰三角形．

∵∠BAD＝90°，

∴∠EAC＝90°

∴CE2＝2AC2，

∴�� = 2��．

∴BC+CD= 2AC．

【点评】本题是四边形综合题，考查了平行四边形的性质，矩形的性质，菱形的性质，

正方形的性质，全等三角形的判定和性质，等腰直角三角形的性质等知识，添加恰当辅

助线构造全等三角形是本题的关键．

10．（2017秋•汉阳区期末）（1）探究：如图 1，在△ABC和△ADE都是等边三角形，点 D

在边 BC上．

①求∠DCE的度数；

②直接写出线段 CD，CE，AC之间的数量关系；

（2）应用：如图 2，在四边形 ABCD中，AB＝BC，∠ABC＝60°，P是四边形 ABCD内

一点，且∠APC＝120°，求证：PA+PC+PD≥BD；

（3）拓展；如图 3，在平面直角坐标系中，点 A的坐标为（﹣4，0），点 B是 y轴上一

个动点，以 AB为边在 AB的下方作等边△ABC，求 OC的最小值．

【考点】四边形综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题．

【分析】（1）①证明△BAD≌△CAE（SAS），可得结论：∠ACE＝∠B＝60°；

②由△BAD≌△CAE，得 BD＝CE，利用等边三角形的 AC＝BC＝BD+DC等量代换可得

结论；

（2）把线段 AP绕点 A逆时针旋转 60度，到 AQ．连接 AC、PQ，PB，根据等边三角形

的性质得到∠QAP＝60°，QP＝AP，推出 C，P，Q在同一条直线上．得到△ABC为正

三角形，根据全等三角形的性质得到 PB＝QC＝PA+PC，根据三角形的三边关系得到
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PB+PD≥BD，等量代换即可得到结论；

（3）以 OA为对称轴作等边△ADE，连接 EC，并延长 EC交 x轴于点 F．证明点 C在直

线 EF上运动，根据垂线段最短解答．

【解答】解：（1）①∵△ABC和△ADE均为等边三角形，

∴AB＝AC，AD＝AE，∠BAC＝∠DAE＝∠B＝60°，

∴∠BAC﹣∠DAC＝∠DAE﹣∠DAC，

即∠BAD＝∠CAE，

∴△BAD≌△CAE（SAS），

∴∠ACE＝∠B＝60°，

∴∠DCE＝∠ACB+∠ACE＝120°；

②线段 AC、CD、CE之间的数量关系为：AC＝CD+CE；

理由是：由①得：△BAD≌△CAE，

∴BD＝CE，

∵AC＝BC＝BD+CD，

∴AC＝CD+CE；

（2）如图 2，把线段 AP绕点 A逆时针旋转 60度，到 AQ．连接 AC、PQ，

∴AP＝AQ，△APQ为正三角形，

∴∠QAP＝60°，QP＝AP，

又∵∠APC＝120°，

∴∠APC+∠APQ＝180°，则 C，P，Q在同一条直线上．

∵AB＝BC，∠ABC＝60°，

∴△ABC为正三角形，

∴∠BAC＝60°，AB＝AC，

∴∠ABC+∠PAC＝∠QAP+∠PAC，

即∠QAC＝∠PAB，

∴△ABP≌△ACQ（SAS），

∴PB＝QC＝PA+PC，

在△PDB中，PB+PD≥BD，即 PA+PC+PD≥BD；

（3）如图 3，以 OA为对称轴作等边△ADE，连接 EC，并延长 EC交 x轴于点 F．
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在△AEC与△ADB中，
�� = ��
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△AEC≌△ADB（SAS），

∴∠AEC＝∠ADB＝120°，

∴∠OEF＝60°，

∴OF＝OA＝4，

∴点 C在直线 EF上运动，

当 OC⊥EF时，OC最小，

∴OC= 1
2OF＝2

则 OC的最小值为 2．

【点评】本题考查的是等边三角形的性质，全等三角形的判定和性质，垂线段最短，掌

握全等三角形的判定定理和性质定理是解题的关键．

11．（2016秋•万全县校级月考）已知：如图，四边形 ABCD四条边上的中点分别为 E、F、

G、H，顺次连接 EF、FG、GH、HE，得到四边形 EFGH（即四边形 ABCD的中点四边

形）．

（1）四边形 EFGH的形状是 平行四边形 ，并证明你的结论．

（2）连接四边形 ABCD的对角线 AC与 BD，当 AC与 BD满足 AC⊥BD 条件时，四

边形 EFGH是矩形；并证明你的结论．

（3）连接四边形 ABCD的对角线 AC与 BD，当 AC与 BD满足条件 AC⊥BD且 AC＝

BD 时，四边形 EFGH是正方形．（不用证明）
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【考点】中点四边形．菁优网版权所有

【分析】（1）连接 BD，根据三角形的中位线定理得到 EH∥BD，EH= 1
2BD，FG∥BD，

FG= 1
2BD，推出，EH∥FG，EH＝FG，根据一组对边平行且相等的四边形是平行四边形

得出四边形 EFGH是平行四边形；

（2）根据有一个角是直角的平行四边形是矩形，可知当四边形 ABCD的对角线满足 AC

⊥BD的条件时，四边形 EFGH是矩形；

（3）根据邻边相等的矩形为正方形进行解答．

【解答】解：（1）四边形 EFGH的形状是平行四边形．理由如下：

如图，连接 BD．

∵E、H分别是 AB、AD中点，

∴EH∥BD，EH= 1
2BD，

同理 FG∥BD，FG= 1
2BD，

∴EH∥FG，EH＝FG，

∴四边形 EFGH是平行四边形．

故答案是：平行四边形；

（2）当 AC⊥BD时，四边形 EFGH是矩形．理由如下：

如图，连接 AC．

∵E、F、G、H分别为四边形 ABCD四条边上的中点，

∴EH∥BD，HG∥AC，

∵AC⊥BD，

∴EH⊥HG，

又∵四边形 EFGH是平行四边形，

∴平行四边形 EFGH是矩形；

故答案是：AC⊥BD；

（3）当 AC⊥BD且 AC＝BD时，四边形 EFGH是正方形．

故答案是：AC⊥BD且 AC＝BD．
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【点评】本题主要考查对三角形的中位线定理，平行四边形的判定，解题的关键是正确

的构造三角形病正确的运用中位线定理，难度不大．

12．（2016春•山西校级期中）阅读理解，我们把依次连接任意一个四边形各边中点得到的

四边形叫中点四边形，如图 1，在四边形 ABCD中，E，F，G，H分别是边 AB，BC，CD，

DA的中点，依次连接各边中点得到中点四边形 EFGH．

（1）这个中点四边形 EFGH的形状是 平行四边形 ；

（2）如图 2，在四边形 ABCD中，点 M在 AB上且△AMD和△MCB为等边三角形，E、

F、G、H分别为 AB、BC、CD、AD的中点，试判断四边形 EFGH的形状并证明．

【考点】中点四边形．菁优网版权所有

【分析】（1）连接 AC，由三角形中位线定理得出 EF∥AC，EF= 1
2AC，GH∥AC，GH= 1

2AC，

得出 EF∥GH，EF＝GH，即可得出结论；

（2）连接 AC、DB，由等边三角形的性质得出 AM＝DM，∠AMD＝∠CMB＝60°，CM

＝BM，证出∠AMC＝∠DMB，由 SAS证明△AMC≌△DMB，得出 AC＝DB，由三角形

中位线定理得出 EF∥AC，EF= 1
2AC，GH∥AC，GH= 1

2AC，HE= 1
2DB，得出 EF∥GH，

EF＝GH，证出四边形 EFGH是平行四边形；再得出 EF＝HE，即可得出结论．

【解答】解：（1）中点四边形 EFGH是平行四边形；

理由如下：连接 AC，如图 1所示：

∵E，F，G，H分别是边 AB，BC，CD，DA的中点，

∴EF是△ABC的中位线，GH是△ACD的中位线，
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∴EF∥AC，EF= 1
2AC，GH∥AC，GH= 1

2AC，

∴EF∥GH，EF＝GH，

∴四边形 EFGH是平行四边形；

故答案为：平行四边形；

（2）四边形 EFGH为菱形．理由如下：

连接 AC与 BD，如图 2所示：

∵△AMD和△MCB为等边三角形，

∴AM＝DM，∠AMD＝∠CMB＝60°，CM＝BM，

∴∠AMC＝∠DMB，

在△AMC和△DMB中，

�� = ��
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△AMC≌△DMB（SAS），

∴AC＝DB，

∵E，F，G，H分别是边 AB，BC，CD，DA的中点，

∴EF是△ABC的中位线，GH是△ACD的中位线，HE是△ABD的中位线，

∴EF∥AC，EF= 1
2AC，GH∥AC，GH= 1

2AC，HE= 1
2DB，

∴EF∥GH，EF＝GH，

∴四边形 EFGH是平行四边形；

∵AC＝DB，

∴EF＝HE，

∴四边形 EFGH为菱形．
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【点评】本题考查了中点四边形、菱形的判定方法、三角形中位线定理、全等三角形的

判定与性质；熟练掌握中点四边形，证明三角形全等得出 AC＝DB是解决问题（2）的关

键．

13．（2014•龙岩）如图，我们把依次连接任意四边形 ABCD各边中点所得四边形 EFGH叫

中点四边形．

（1）若四边形 ABCD是菱形，则它的中点四边形 EFGH一定是 B ；

A．菱形 B．矩形 C．正方形 D．梯形

（2）若四边形 ABCD的面积为 S1，中点四边形 EFGH的面积记为 S2，则 S1与 S2的数量

关系是 S1＝ 2 S2；

（3）在四边形 ABCD中，沿中点四边形 EFGH的其中三边剪开，可得三个小三角形，

将这三个小三角形与原图中未剪开的小三角形拼接成一个平行四边形，请画出一种拼接

示意图，并写出对应全等的三角形．

【考点】中点四边形；作图—应用与设计作图．菁优网版权所有

【专题】探究型．

【分析】（1）连接 AC、BD．先根据三角形中位线的性质得出 EH∥BD∥FG，EF∥AC

∥HG，EH＝FG= 1
2BD，EF＝HG= 1

2AC，则四边形 EFGH为平行四边形，再由菱形的对

角线互相垂直，得出 EF⊥FG，从而证明▱EFGH是矩形；

（2）由 E为 AB中点，且 EF平行于 AC，EH平行于 BD，得到△BEK与△ABM相似，

△AEN与△ABM相似，利用面积之比等于相似比的平方，得到△EBK面积与△ABM面

积之比为 1：4，且△AEN与△EBK面积相等，进而确定出四边形 EKMN面积为△ABM
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的一半，同理得到四边形 MKFP面积为△MBC面积的一半，四边形 QMPG面积为△DMC

面积的一半，四边形 MNHQ面积为△ADM面积的一半，四个四边形面积之和即为四个

三角形面积之和的一半，即为四边形 ABCD面积的一半；

（3）利用中点四边形的性质得出拼接方法，进而得出全等三角形．

【解答】解：（1）如图 1，连接 AC、BD．

∵E、F、G、H分别是菱形 ABCD各边的中点，

∴EH∥BD∥FG，EF∥AC∥HG，EH＝FG= 1
2BD，EF＝HG= 1

2AC，

∴四边形 EFGH为平行四边形，

∵四边形 ABCD是菱形，

∴AC⊥BD，

∴EF⊥FG，

∴▱EFGH是矩形；

故选：B．

（2）如图 2，设 AC与 EH、FG分别交于点 N、P，BD与 EF、HG分别交于点 K、Q，

∵E是 AB的中点，EF∥AC，EH∥BD，

∴△EBK∽△ABM，△AEN∽△EBK，

∴
�△���
�△���

=
1
4
，S△AEN＝S△EBK，

∴
�
四边形����

�△���
=

1
2
，同理可得

�
四边形����

�△���
=

1
2
，
�
四边形����

�△���
=

1
2
，
�
四边形����

�△���
=

1
2
，

∴
�
四边形����

�
四边形����

=
1
2
，

∴四边形 ABCD的面积为 S1，中点四边形 EFGH的面积记为 S2，则 S1与 S2的数量关系

是 S1＝2S2；

（3）如图 3，四边形 NEHM是平行四边形；

△MAH≌△GDH，△NAE≌△FBE，△CFG≌△ANM．
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【点评】此题主要考查了中点四边形以及相似三角形的判定与性质和矩形的判定以及菱

形的性质等知识，利用三角形中位线的性质得出是解题关键．

14．（2012秋•工业园区校级期末）如图，四边形 ABCD中，E、F、G、H分别为各边的中

点，顺次连接 E、F、G、H，把四边形 EFGH称为中点四边形．连接 AC、BD，容易证

明：中点四边形 EFGH一定是平行四边形．

（1）如果改变原四边形 ABCD的形状，那么中点四边形的形状也随之改变，通过探索可

以发现：当四边形 ABCD的对角线满足 AC＝BD时，四边形 EFGH为菱形；

当四边形 ABCD的对角线满足 AC⊥BD 时，四边形 EFGH为矩形；

当四边形 ABCD的对角线满足 AC＝BD 时，四边形 EFGH为正方形．

（2）试证明：S△AEH+S△CFG=
1
4S▱ABCD；

（3）利用（2）的结论计算：如果四边形 ABCD的面积为 2012，那么中点四边形 EFGH

的面积是 1006 （直接将结果填在横线上）
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【考点】中点四边形．菁优网版权所有

【分析】（1）若四边形 EFGH为矩形，则应有 EF∥HG∥AC，EH∥FG∥BD，EF⊥EH，

故应有 AC⊥BD；若四边形 EFGH为正方形，同上应有 AC⊥BD，又应有 EH＝EF，而

EF= 1
2AC，EH= 1

2BD，故应有 AC＝BD．

（2）由相似三角形的面积比等于相似比的平方求解．

（3）由（2）可得 S▱EFGH=
1
2S 四边形 ABCD＝1

【解答】（1）解：若四边形 EFGH为矩形，则应有 EF∥HG∥AC，EH∥FG∥BD，EF

⊥EH，故应有 AC⊥BD；

若四边形 EFGH为正方形，同上应有 AC⊥BD，又应有 EH＝EF，而 EF= 1
2AC，EH=

1
2BD，

故应有 AC＝BD；

（2）S△AEH+S△CFG=
1
4S 四边形 ABCD

证明：在△ABD中，

∵EH= 1
2BD，

∴△AEH∽△ABD．

∴
�△���
�△���

= (
��
��

)2 =
1
4

即 S△AEH=
1
4S△ABD

同理可证：S△CFG=
1
4S△CBD

∴S△AEH+S△CFG=
1
4（S△ABD+S△CBD）= 1

4S 四边形 ABCD；

（3）解：由（2）可知 S△AEH+S△CFG=
1
4（S△ABD+S△CBD）= 1

4S 四边形 ABCD，

同理可得 S△BEF+S△DHG=
1
4（S△ABC+S△CDA）= 1

4S 四边形 ABCD，
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故 S▱EFGH=
1
2S 四边形 ABCD＝1006．

【点评】本题考查了三角形的中位线的性质及特殊四边形的判定和性质，相似三角形的

性质．

15．（2012•番禺区校级模拟）请阅读下面知识：

梯形中位线的定义：梯形两腰中点的连线，叫做梯形的中位线．如图，E，F是梯形 ABCD

两腰 AB，CD的中点，则 EF是梯形的中位线梯形中位线与两底长度的关系：梯形中位

线长度等于两底长的和的一半如图：EF= 1
2（AD+BC）利用上面的知识，完成下面题目

的解答已知：直线 l与抛物线 M交于点 A，B两点，抛物线 M的对称轴为 y轴，过点 A，

B作 x轴的垂线段，垂足分别为 D，C，已知 A（﹣1，3），B（
1
2
，

3
2
）

（1）求梯形 ABCD中位线的长度；

（2）求抛物线 M的解析式；

（3）把抛物线 M向下平移 k个单位，得抛物线 M1（抛物线 M1的顶点保持在 x轴的上

方），与直线 l的交点为 A1，B1，同样作 x轴的垂线段，垂足为 D1，C1，问此时梯形 A1B1C1D1

的中位线的长度（设为 h）与原来相比是否发生变化？若不变，说明理由．若有改变，求

出 h与 k的函数关系式．

【考点】二次函数综合题．菁优网版权所有

【专题】压轴题；探究型．

【分析】（1）根据 A、B两点的坐标求出 AD、BC的长度，再由中位线定理求出梯形 ABCD

中位线的长度即可；

（2）设抛物线的解析式为 y＝ax2+b（a≠0），把 A、B两点的坐标代入即可求出 ab的值，

进而得出抛物线的解析式；

（3）把直线 AB的解析式同抛物线的解析式联立即可出 x1、x2的表达式，再代入直线 AB
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的解析式即可得出 A1、B1的坐标，进而可得出 A1D1及 B1C1的长度，由中位线定理即可

求出梯形 A1B1C1D1的中位线的长度．

【解答】解：（1）∵A（﹣1，3），B（
1
2
，

3
2
）

∴AD＝3，BC= 3
2，

∴梯形 ABCD中位线= 1
2（AD+BC）= 1

2 ×（3+ 3
2）= 9

4；

（2）设抛物线的解析式为 y＝ax2+b（a≠0），

∵点 A（﹣1，3），B（
1
2
，

3
2
）在抛物线上，

∴
� + � = 3
1
4� + � = 3

2
，解得

� = 2
� = 1，

∴抛物线的解析式为：y＝2x2+1；

（3）∵抛物线 M向下平移 k个单位得抛物线 M1，

∴抛物线 M1的解析式为 y＝2x2+1﹣k，

∴
� =− � + 2
� = 2�2 + 1 − �，

解得 x1=
−1− 8�+9

4 ，x2=
−1+ 8�+9

4 （其中 x1＜x2）

代入 y＝﹣x+2得，y1=−
−1− 8�+9

4 +2，y2=−
−1+ 8�+9

4 +2，

∴y1+y2＝（− −1− 8�+9
4 ）+（− −1+ 8�+9

4 ）= 9
2，

∴梯形 A1B1C1D1的中位线长为
9
4
，保持不变．

【点评】本题考查的是二次函数综合题，涉及到用待定系数法求一次函数及二次函数的

解析式、梯形的中位线定理等相关知识，难度适中．
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考点卡片

1．一次函数综合题

（1）一次函数与几何图形的面积问题

首先要根据题意画出草图，结合图形分析其中的几何图形，再求出面积．

（2）一次函数的优化问题

通常一次函数的最值问题首先由不等式找到 x的取值范围，进而利用一次函数的增减性在前

面范围内的前提下求出最值．

（3）用函数图象解决实际问题

从已知函数图象中获取信息，求出函数值、函数表达式，并解答相应的问题．

2．二次函数综合题

（1）二次函数图象与其他函数图象相结合问题

解决此类问题时，先根据给定的函数或函数图象判断出系数的符号，然后判断新的函数关系

式中系数的符号，再根据系数与图象的位置关系判断出图象特征，则符合所有特征的图象即

为正确选项．

（2）二次函数与方程、几何知识的综合应用

将函数知识与方程、几何知识有机地结合在一起．这类试题一般难度较大．解这类问题关键

是善于将函数问题转化为方程问题，善于利用几何图形的有关性质、定理和二次函数的知识，

并注意挖掘题目中的一些隐含条件．

（3）二次函数在实际生活中的应用题

从实际问题中分析变量之间的关系，建立二次函数模型．关键在于观察、分析、创建，建立

直角坐标系下的二次函数图象，然后数形结合解决问题，需要我们注意的是自变量及函数的

取值范围要使实际问题有意义．

3．中点四边形

中点四边形．

4．四边形综合题

四边形综合题．

5．圆的综合题

圆的综合题．

6．作图—应用与设计作图
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应用与设计作图主要把简单作图放入实际问题中．

首先要理解题意，弄清问题中对所作图形的要求，结合对应几何图形的性质和基本作图的方

法作图．

7．相似形综合题

相似形综合题．


