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2023年中考数学复习探究性试题汇编之因式分解

一．解答题（共 15小题）

1．（2022秋•上海期末）阅读材料：

在代数式中，将一个多项式添上某些项，使添项后的多项式中的一部分成为一个完全平

方式，这种方法叫做配方法．如果我们能将多项式通过配方，使其成为 A2﹣B2的形式，

那么继续利用平方差公式就能把这个多项式因式分解．例如，分解因式：x4+4．

解：原式＝x4+4x2+4﹣4x2＝（x2+2）2﹣4x2＝（x2+2+2x）（x2+2﹣2x）

即原式＝（x2+2+2x）（x2+2﹣2x）

请按照阅读材料提供的方法，解决下列问题．

分解因式：（1）4x4+1；

（2）x4+x2+1．

2．（2022秋•鼓楼区校级期末）阅读：在分式中，当分子的次数大于或等于分母的次数时，

我们称之为“假分式”，例如：
�−1
�+1

，
�2

�+2
这样的分式就是假分式；当分子的次数小于分

母的次数时，我们称之为“真分式”，例如：
1

�+1
，− 2�

�2−1这样的分式就是真分式，我们

知道，假分数可以化为带分数，例如：
8
3
=

3×2+2
3

= 3
2
3
．类似地，假分式也可以化为

“带分式”，即整式与真分式的和的形式，例如：
�2+2�−1
�+2

=
�(�+2)−1

�+2
= � −

1
�+2

；
�2

�+2
=

(�2+2�)−2�
�+2

=
�(�+2)−2�−4+4

�+2
=

�(�+2)−2(�+2)+4
�+2

= � − 2 +
4

�+2
．

请根据上述材料，解答下列问题：

（1）填空：①分式
2

�+2
是 分式（填“真”或“假”）．

②把下列假分式化成一个整式与一个真分式的和（差）的形式：
�2−3�+5
�−3

=

+ ．

（2）把分式
�2+2�−13

�−3
化成一个整式与一个真分式的和（差）的形式，并求 x取何整数

时，这个分式的值为整数．

（3）一个三位数 m，个位数字是百位数字的两倍．另一个两位数 n，十位数字与 m的百

位数字相同，个位数字与 m的十位数字相同．若这个三位数的平方能被这个两位数整除，

求满足条件的两位数 n．
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3．（2022秋•万州区期末）阅读下列材料，解答问题：

若一个自然数能被 13整除，则称这个自然数为“一生数”．若一个四位自然数，百位数

字为 1，个位数字为 4，则称这个四位数为“一世数”．若一个四位自然数既是“一生数”，

又是“一世数”，则称这个数为“一生一世数”．

例如：因为 4134÷13＝318，318为整数，所以 4134是“一生数”；因为 4134是四位数，

且百位数字为 1，个位数字为 4，所以 4134为“一世数”：因为 4134既是“一生数”，又

是“一世数”，所以 4134为“一生一世数”．

（1）求证：任意一个“一世数”加上千位数字与十位数字 3倍的和一定是“一生数”；

（2）若一个四位自然数 m是“一生一世数”，记�(�) = �
13，求 F（m）的最大值与最小

值之差．

4．（2022秋•新余期末）我们已经学过将一个多项式分解因式的方法有提公因式法和公式法，

其实分解因式方法还有分组分解法、拆项法等等．

（1）分组分解法：将一个多项式适当分组后，可提公因式或运用公式继续分解的方法．请

阅读以下例题：

例 1．ax+by+bx+ay＝（ax+bx）+（ay+by）＝x（a+b）+y（a+b）＝（a+b）（x+y）

例 2.2xy+y2﹣1+x2＝x2+2xy+y2﹣1＝（x+y）2﹣1＝（x+y+1）（x+y﹣1）

（2）拆项法：将一个多项式的某一项拆成两项后，可提公因式或运用公式继续分解的方

法．请阅读以下例题：

例 1．x2+2x﹣3＝x2+2x+1﹣4＝（x+1）2﹣22＝（x+1+2）（x+1﹣2）＝（x+3）（x﹣1）

请你仿照以上例题的方法，解决下列问题：

（1）分解因式：①x2﹣n2+x﹣n；②x2﹣2xy﹣9+y2

（2）分解因式：a2+4a+3．

（3）若多项式 ax2﹣9y2+bx+3y利用分组分解法可分解为（2x+3y）（2x﹣3y+1），请求出

a，b的值．

5．（2022秋•江北区校级期末）若一个四位正整数� = ����，其千位数字的 5倍与后三位组

成的数的和得到的数称为 t的“知行数”，记为 K（t），“知行数”百位数字的 5倍与后两

位组成的数的和得到的数称为 t的“合一数”，记为 P（t），例如：3521的“知行数”为

K（3521）＝3×5+521＝536，3521的“合一数”P（3521）＝5×5+36＝61．

（1）K（2134）＝ ；P（2134）＝ ；
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（2）若一个四位数 t＝6000+100a+40+b（其中 0≤a≤9，0≤b≤9，a，b均为整数），且

满足
�(�)+�(�)

3
能被 11整除，求该四位数．

6．（2022秋•大渡口区校级期末）一个四位正整数 M满足千位上的数字与百位上的数字之

和为 9，且十位上的数字与个位上的数字之和为 5，则称 M为“九五数”，将“九五数”

M的千位上的数字与十位上的数字交换、百位上的数字与个位上的数字交换得到一个新

的四位正整数 M'，则称这个数 M'为 M的“九五新佳数”，规定�(�) = �−�'
99 ．

例如：四位正整数 8123，∵8+1＝9，2+3＝5，∴8123 是“九五数”，此时�(�) =

8123−2381
99 = 58；

四位正整数 6315，∵6+3＝9，但 1+5＝6≠5，∴6315不是“九五数”．

（1）判断 7214，3550是否是“九五数”，并说明理由；如果是，求出 F（M）；

（2）若 M是“九五数”，且满足 F（M）能被 8整除，求出所有符合条件的 M．

7．（2022秋•沙坪坝区期末）一个各数位数字均不为零的四位自然数 M，它的后两位数为 m，

前两位数为 n，若
�
�
为整数，则这个数 M为“孪生数”．

例如：M＝1296，∵m＝96，n＝12，
�
�
=

96
12

= 8，∴1296是“孪生数”．

又如：M＝2580，∵m＝80，n＝25，
�
�
=

80
25

= 3
1
5
，∴2580不是“孪生数”．

（1）判断 2430，2781是否是“孪生数”，并说明理由；

（2）四位数 M是“孪生数”，它的千位数字为 a，百位数字为 b，记�(�) = �+�−2
9 ，�(�) =

�+�
7 ．当 F（M），G（M）均是整数时，求出所有满足条件的 M．

8．（2022秋•沙坪坝区校级期末）材料一：对于一个三位正整数，若十位数字与个位数字之

和减去百位数字的差为 6，则称这个三位数为“顺心数”．例如：345，因为 4+5﹣3＝6，

所以 345是“顺心数”；

材料二：若 t= ���（1≤a≤9，0≤b≤9，0≤c≤9，且 a、b、c均为整数），记 F（t）＝

2a﹣c．

（1）216 “顺心数”（填“是”或“不是”）；

若�2�是“顺心数”，且 F（�2�）＝﹣1，则 c的值为 ；

（2）已知 t1= ��3，t2= ���是两个不同的“顺心数”（1≤x≤6，0≤n≤9，1≤m，y≤9，

且 x、y、m、n均为整数），且 2F（t1）+3F（t2）﹣6n能被 11整除，求所有符合题意的
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t1的值．

9．（2022秋•阳泉期末）如图，将一张长方形纸板按图中虚线裁剪，制作成一个无盖的长方

体盒子，其中四个小正方形的边长是 n，中间长方形的长是 3m，宽是 m，且 m＞n．

（1）观察图形，通过计算长方形纸板的面积可以发现代数式 3m2+8mn+4n2可以因式分解，

请直接写出因式分解的结果：3m2+8mn+4n2＝ ；

（2）若折成的无盖长方体的四个侧面的面积和是 16，图中所有裁剪线（虚线部分）长之

和是 40，试求 m2+n2和（m﹣n）2的值．

10．（2022秋•河西区期末）八年级课外兴趣小组活动时，老师提出了如下问题：将 2a﹣3ab

﹣4+6b因式分解．经过小组合作交流，得到了如下的解决方法：

解法一：原式＝（2a﹣3ab）﹣（4﹣6b）

＝a（2﹣3b）﹣2（2﹣3b）

＝（2﹣3b）（a﹣2）

解法二：原式＝（2a﹣4）﹣（3ab﹣6b）

＝2（a﹣2）﹣3b（a﹣2）

＝（a﹣2）（2﹣3b）

小明由此体会到，对项数较多的多项式无法直接进行因式分解时，我们可以将多项式分

为若干组，再利用提公因式法、公式法等方法达到因式分解的目的．这种方法可以称为

分组分解法．（温馨提示：因式分解一定要分解到不能再分解为止）

请你也试一试利用分组分解法进行因式分解：

（Ⅰ）因式分解：x2﹣a2+x+a；

（Ⅱ）因式分解：ax+a2﹣2ab﹣bx+b2．

11．（2022秋•日照期末）阅读理解并解答：

【方法呈现】

（1）我们把多项式 a2+2ab+b2及 a2﹣2ab+b2叫做完全平方式．在运用完全平方公式进行

因式分解时，关键是判断这个多项式是不是一个完全平方式，同样地，把一个多项式进
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行局部因式分解可以来解决代数式值的最小（或最大）问题．

例如：x2+2x+3＝（x2+2x+1）+2＝（x+1）2+2，

∵（x+1）2≥0，

∴（x+1）2+2≥2．

则这个代数式 x2+2x+3的最小值是 ，这时相应的 x的值是 ．

【尝试应用】

（2）求代数式﹣x2+14x+10的最小（或最大）值，并写出相应的 x的值．

【拓展提高】

（3）已知 a，b，c是△ABC的三边长，满足 a2+b2＝10a+8b﹣41，且 c是△ABC中最长

的边，求 c的取值范围．

12．（2022秋•嘉峪关期末）整体思想是数学解题中常见的一种思想方法：下面是某同学对

多项式（x2+2x）（x2+2x+2）+1进行因式分解的过程．将“x2+2x”看成一个整体，令 x2+2x

＝y，则原式＝y（y+2）+1＝y2+2y+1＝（y+1）2，再将“y”还原即可．解：设 x2+2x＝y．原

式＝y（y+2）+1＝y2+2y+1＝（y+1）2＝（x2+2x+1）2．

问题：

（1）该同学完成因式分解了吗？如果没完成，请你直接写出最后的结果 ；

（2）请你模仿以上方法尝试对多项式（x2﹣4x）（x2﹣4x+8）+16进行因式分解．

13．（2022秋•江北区校级期末）一个三位数 A各个数位上的数字均不相等，若将 A的个位

上的数字移到最左边得到一个新的三位数 A1，且 A1被 4 除余 1，再将 A1的个位上的数

字移到最左边得到另一个新的三位数 A2，且 A2被 4除余 2，则称原数为 4的“友谊数”．例

如：三位数 A＝256，则 A1＝625，且 625÷4＝156…1，A2＝562，且 562÷4＝140…2，

所以 256是 4的“友谊数”．

（1）分别判断自然数 612和 916是否是“友谊数”，并请说明理由．

（2）若“友谊数”A百位上的数字是 a，十位上的数字是 1，个位上的数字是 c，其中 a

＜c，重新排列各数位上的数字必可得到一个最大数和一个最小数，其最大数与最小数的

差记为 F（A），若
�(�)
4

为整数，求出所有符合条件的 A．

14．（2022秋•广饶县校级期末）某校“数学社团”活动中，研究发现常用的分解因式的方

法有提取公因式法、公式法﹒但还有很多的多项式只用上述方法无法分解，如：“m2﹣

mn+2m﹣2n”，细心观察这个式子就会发现，前两项可以提取公因式，后两项也可提取公
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因式，前后两部分分别分解因式后产生了新的公因式，然后再提取公因式就可以完成整

个式子的因式分解了．过程为：

m2﹣mn+2m﹣2n＝（m2﹣mn）+（2m﹣2n）＝m（m﹣n）+2（m﹣n）＝（m﹣n）（m+2）．

“社团”将此种因式分解的方法叫做“分组分解法”，请在这种方法的启发下，解决以下

问题：

（1）分解因式：a3﹣3a2﹣6a+18；

（2）分解因式：x2+y2﹣2xy﹣9；

（3）已知：m+n＝5，m﹣n＝1．求：m2﹣n2﹣2n+2m的值；

（4）△ABC的三边 a，b，c满足 a2+ab+c2﹣bc＝2ac，判断△ABC的形状并说明理由．

15．（2022秋•余庆县期末）阅读下面的材料：

常用的分解因式的方法有提取公因式法、公式法等，但有的多项式只用上述方法无法分

解．如 x2﹣4y2﹣2x+4y，细心观察这个式子，会发现前两项符合平方差公式，后两项可

提取公因式，前、后两部分分别因式分解后又出现新的公因式，提取公因式就可以完成

整个式子的分解因式，具体过程如下：

x2﹣4y2﹣2x+4y

＝（x2﹣4y2）﹣（2x﹣4y）

＝（x+2y）（x﹣2y）﹣2（x﹣2y）

＝（x﹣2y）（x+2y﹣2）

像这种将一个多项式适当分组后，进行分解因式的方法叫做分组分解法．

利用分组分解法解决下面的问题：

（1）分解因式：a2﹣b2+4a﹣4b；

（2）已知等腰三角形的三边 a、b、c均为整数，且 a+bc+b+ca＝12，则满足该条件的等

腰三角形共有 个，请说明理由．
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2023年中考数学复习探究性试题汇编之因式分解

参考答案与试题解析

一．解答题（共 15小题）

1．（2022秋•上海期末）阅读材料：

在代数式中，将一个多项式添上某些项，使添项后的多项式中的一部分成为一个完全平

方式，这种方法叫做配方法．如果我们能将多项式通过配方，使其成为 A2﹣B2的形式，

那么继续利用平方差公式就能把这个多项式因式分解．例如，分解因式：x4+4．

解：原式＝x4+4x2+4﹣4x2＝（x2+2）2﹣4x2＝（x2+2+2x）（x2+2﹣2x）

即原式＝（x2+2+2x）（x2+2﹣2x）

请按照阅读材料提供的方法，解决下列问题．

分解因式：（1）4x4+1；

（2）x4+x2+1．

【考点】因式分解﹣十字相乘法等；因式分解﹣运用公式法．菁优网版权所有

【专题】计算题；整式；运算能力．

【分析】仿照题例：（1）加上 4x2再减去 4x2，先利用完全平方公式再利用平方差公式；

（2）加上 x2再减去 x2，先利用完全平方公式再利用平方差公式．

【解答】解：（1）4x4+1

＝4x4+4x2+1﹣4x2

＝（2x2+1）2﹣4x2

＝（2x2+1+2x）（2x2+1﹣2x）；

（2）x4+x2+1

＝x4+2x2+1﹣x2

＝（x2+1）2﹣x2

＝（x2+1+x）（x2+1﹣x）．

【点评】本题考查了整式的因式分解，理解题例，掌握完全平方公式和平方差公式是解

决本题的关键．

2．（2022秋•鼓楼区校级期末）阅读：在分式中，当分子的次数大于或等于分母的次数时，

我们称之为“假分式”，例如：
�−1
�+1

，
�2

�+2
这样的分式就是假分式；当分子的次数小于分
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母的次数时，我们称之为“真分式”，例如：
1

�+1
，− 2�

�2−1这样的分式就是真分式，我们

知道，假分数可以化为带分数，例如：
8
3
=

3×2+2
3

= 3
2
3
．类似地，假分式也可以化为

“带分式”，即整式与真分式的和的形式，例如：
�2+2�−1
�+2

=
�(�+2)−1

�+2
= � −

1
�+2

；
�2

�+2
=

(�2+2�)−2�
�+2

=
�(�+2)−2�−4+4

�+2
=

�(�+2)−2(�+2)+4
�+2

= � − 2 +
4

�+2
．

请根据上述材料，解答下列问题：

（1）填空：①分式
2

�+2
是 真 分式（填“真”或“假”）．

②把下列假分式化成一个整式与一个真分式的和（差）的形式：
�2−3�+5
�−3

= x +

5
�−3

．

（2）把分式
�2+2�−13

�−3
化成一个整式与一个真分式的和（差）的形式，并求 x取何整数

时，这个分式的值为整数．

（3）一个三位数 m，个位数字是百位数字的两倍．另一个两位数 n，十位数字与 m的百

位数字相同，个位数字与 m的十位数字相同．若这个三位数的平方能被这个两位数整除，

求满足条件的两位数 n．

【考点】分式的加减法；分式的定义．菁优网版权所有

【专题】分式；运算能力．

【分析】（1）①根据“真分式”的定义即可判断；

②根据材料所给的方法进行变形即可解答；

（2）根据材料所给的方法进行变形，再根据变形的式子即可确定 x的取值；

（3）设 m的百位数字为 a，十位数字为 b，则 m的个位数字为 2a，n的十位数字为 a，

个位数字为 b，则 m＝100a+10b+2a，n＝10a+b，以此得到
�2

�
=

(100�+10�+2�)2

10�+�
，整理

得
�2

�
=100（10a+b）+40a+ 4�2

10�+�，进而得到
4�2

10�+�
为整数，再结合 a，b的取值范围即

可求解．

【解答】解：（1）①∵
2

�+2
分子的次数小于分母的次数，

∴分式
2

�+2
是真分式；

故答案为：真；
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②：
�2−3�+5
�−3

= �(�−3)+5
�−3

= � + 5
�−3，

故答案为：x，
5

�−3
；

（2）
�2+2�−13

�−3

= �2−3�+5�−13
�−3

= �(�−3)+5(�−3)+2
�−3

= � + 5 + 2
�−3，

∵x为整数，要使这个分式的值为整数，即 2能被 x﹣3整除，

∴x＝1或 2或 4或 5；

（3）设 m的百位数字为 a，十位数字为 b，则 m的个位数字为 2a，n的十位数字为 a，

个位数字为 b，

∴m＝100a+10b+2a，n＝10a+b，

∴
�2

�
=

(100�+10�+2�)2

10�+�

= [10(10�+�)+2�]2
10�+�

= [10(10�+�)]2+2[10(10�+�)⋅2�]+4�2
10�+�

= 100(10�+�)2+40�(10�+�)+4�2
10�+�

＝100（10a+b）+40a+ 4�2
10�+�，

由题意可得，0＜a＜5，0≤b≤9，且 a，b均为整数，

∵这个三位数的平方能被这个两位数整除，

∴100（10a+b）+40a+ 4�2
10�+�为整数，即

4�2

10�+�
为整数，

当 a＝1时，
4�2

10�+�
=

4
10+�

，没有满足题意的 b值，

当 a＝2时，
4�2

10�+�
=

16
20+�

，没有满足题意的 b值，
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当 a＝3时，
4�2

10�+�
=

36
30+�

，b＝6，

当 a＝4时，
4�2

10�+�
=

64
40+�

，没有满足题意的 b值，

综上，满足条件的两位数 n为 36．

【点评】本题主要考查分式的混合运算、因式分解的应用，理解题意熟练掌握运算法则

是解题关键．

3．（2022秋•万州区期末）阅读下列材料，解答问题：

若一个自然数能被 13整除，则称这个自然数为“一生数”．若一个四位自然数，百位数

字为 1，个位数字为 4，则称这个四位数为“一世数”．若一个四位自然数既是“一生数”，

又是“一世数”，则称这个数为“一生一世数”．

例如：因为 4134÷13＝318，318为整数，所以 4134是“一生数”；因为 4134是四位数，

且百位数字为 1，个位数字为 4，所以 4134为“一世数”：因为 4134既是“一生数”，又

是“一世数”，所以 4134为“一生一世数”．

（1）求证：任意一个“一世数”加上千位数字与十位数字 3倍的和一定是“一生数”；

（2）若一个四位自然数 m是“一生一世数”，记�(�) = �
13，求 F（m）的最大值与最小

值之差．

【考点】因式分解的应用．菁优网版权所有

【专题】新定义；运算能力；应用意识．

【分析】（1）设任意一个“一世数”为�1�4，根据任意一个“一世数”加上千位数字与

十位数字 3倍的和列出代数式得�1�4 +a+3b＝13（77a+b+8），以此即可证明；

【解答】（1）证明：设任意一个“一世数”为�1�4，

∴�1�4 +a+3b

＝1000a+100+10b+4+a+3b

＝1001a+104+13b

＝13（77a+b+8），

∵a，b为整数，

∴77a+b+8为整数，

∴任意一个“一世数”加上千位数字与十位数字 3倍的和一定是“一生数”；

（2）解：设 m= �1�4，
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∴F（m）= �1�4
13 = 1000�+100+10�+4

13 = 1000�+10�+104
13 =77x+y+8− �+3�

13 ，

∵m是“一生一世数”，

∴x+3y能被 13整除，

∵1≤x≤9，0≤y≤9，x，y为整数，

∴x+3y＝13或 x+3y＝26，

∴
� = 1
� = 4或

� = 4
� = 3或

� = 7
� = 2或

� = 2
� = 8或

� = 5
� = 7或

� = 8
� = 6，

∴m＝1144，4134，7124，2184，5174，8164，

∴F（m）的最大值为
8164
13

= 628，

F（m）的最小值为
1144
13

=88，

∴F（m）的最大值与最小值之差为 628﹣88＝540．

【点评】本题主要考查二元一次方程的应用，整式的加减、分式因解的应用，理解新定

义，掌握数的整除是解题关键．

4．（2022秋•新余期末）我们已经学过将一个多项式分解因式的方法有提公因式法和公式法，

其实分解因式方法还有分组分解法、拆项法等等．

（1）分组分解法：将一个多项式适当分组后，可提公因式或运用公式继续分解的方法．请

阅读以下例题：

例 1．ax+by+bx+ay＝（ax+bx）+（ay+by）＝x（a+b）+y（a+b）＝（a+b）（x+y）

例 2.2xy+y2﹣1+x2＝x2+2xy+y2﹣1＝（x+y）2﹣1＝（x+y+1）（x+y﹣1）

（2）拆项法：将一个多项式的某一项拆成两项后，可提公因式或运用公式继续分解的方

法．请阅读以下例题：

例 1．x2+2x﹣3＝x2+2x+1﹣4＝（x+1）2﹣22＝（x+1+2）（x+1﹣2）＝（x+3）（x﹣1）

请你仿照以上例题的方法，解决下列问题：

（1）分解因式：①x2﹣n2+x﹣n；②x2﹣2xy﹣9+y2

（2）分解因式：a2+4a+3．

（3）若多项式 ax2﹣9y2+bx+3y利用分组分解法可分解为（2x+3y）（2x﹣3y+1），请求出

a，b的值．

【考点】因式分解﹣十字相乘法等；因式分解﹣提公因式法；因式分解﹣运用公式法；

因式分解﹣分组分解法．菁优网版权所有
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【专题】计算题；整式；应用意识．

【分析】（1）①前两项与后两项分别结合，利用分组分解法；

②前三项结合利用完全平方公式，再利用平方差公式；

（2）把常数项 3写成 4与﹣1的和或者把 4a写成 3a与 a的和的形式，再利用拆项法分

解；

（3）利用乘法法则先计算（2x+3y）（2x﹣3y+1），再根据因式分解与积的关系得结论．

【解答】解：（1）①原式＝（x2﹣n2）+（x﹣n）

＝（x+n）（x﹣n）+（x﹣n）

＝（x﹣n）（x+n+1）；

②原式＝（x2﹣2xy+y2）﹣9

＝（x﹣y）2﹣9

＝（x﹣y+3）（x﹣y﹣3）；

（2）法一、原式＝a2+4a+4﹣1

＝（a2﹣1）+（4a+4）

＝（a+1）（a﹣1）+4（a+1）

＝（a+1）（a﹣1+4）

＝（a+1）（a+3）；

法二、原式＝a2+4a+4﹣1

＝（a+2）2﹣1

＝（a+2+1）（a+2﹣1）

＝（a+3）（a+1）；

法三、原式＝a2+a+3a+3

＝（a2+a）+（3a+3）

＝a（a+1）+3（a+1）

＝（a+1）（a+3）；

（3）∵（2x+3y）（2x﹣3y+1）

＝（2x+3y）（2x﹣3y）+（2x+3y）

＝4x2﹣9y2+2x+3y，

又∵ax2﹣9y2+bx+3y＝（2x+3y）（2x﹣3y+1），
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∴ax2﹣9y2+bx+3y＝4x2﹣9y2+2x+3y．

∴ax2+bx＝4x2+2x．

∴a＝4，b＝2．

【点评】本题主要考查了整式的因式分解，读懂题例会应用题例，掌握因式分解的提公

因式法和公式法是解决本题的关键．

5．（2022秋•江北区校级期末）若一个四位正整数� = ����，其千位数字的 5倍与后三位组

成的数的和得到的数称为 t的“知行数”，记为 K（t），“知行数”百位数字的 5倍与后两

位组成的数的和得到的数称为 t的“合一数”，记为 P（t），例如：3521的“知行数”为

K（3521）＝3×5+521＝536，3521的“合一数”P（3521）＝5×5+36＝61．

（1）K（2134）＝ 144 ；P（2134）＝ 149 ；

（2）若一个四位数 t＝6000+100a+40+b（其中 0≤a≤9，0≤b≤9，a，b均为整数），且

满足
�(�)+�(�)

3
能被 11整除，求该四位数．

【考点】整式的加减．菁优网版权所有

【专题】新定义；运算能力；应用意识．

【分析】（1）根据“知行数”和“合一数”的定义即可求解；

（2）根据题意可表示出 K（t＝100a+70+b，）和 P（t）＝105a+140+2b，则 K（t）+P（t）

＝105a+140+2b，根据
�(�)+�(�)

3
能被 11整除可得 K（t）+P（t）能被 33整除，即 105a+140+2b

＝（99a+132）+（6a+2b+8）能被 33整除，则 6a+2b+8能被 33整除，再根据 a，b的取

值范围进行取值，以此即可解答．

【解答】解：（1）K（2134）＝2×5+134＝144，

P（2134）＝1×5+44＝49；

故答案为：144，49；

（2）由题意得，K（t）＝6×5+100a+40+b＝100a+70+b，

P（t）＝a×5+70+b＝5a+70+b，

∴K（t）+P（t）＝100a+70+b+5a+70+b＝105a+140+2b，

∵
�(�)+�(�)

3
能被 11整除，

∴K（t）+P（t）能被 33整除，即 105a+140+2b能被 33整除，

∵105a+140+2b＝（99a+132）+（6a+2b+8），
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∴6a+2b+8能被 33整除，

∵0≤a≤9，0≤b≤9，a，b均为整数，

∴8≤6a+2b+8≤80，

∴6a+2b+8＝33或 6a+2b+8＝66，

①当 6a+2b+8＝33时，此时不存在符合题意的 a，b，

②6a+2b+8＝66时，a＝7，b＝8或 a＝8，b＝5或 a＝9，b＝2，

综上，该四位数为 6748或 6845或 6942．

【点评】本题主要考查因式分解的应用、整式的加减，理解新定义并熟练掌握整式的混

合运算法则是解题关键．

6．（2022秋•大渡口区校级期末）一个四位正整数 M满足千位上的数字与百位上的数字之

和为 9，且十位上的数字与个位上的数字之和为 5，则称 M为“九五数”，将“九五数”

M的千位上的数字与十位上的数字交换、百位上的数字与个位上的数字交换得到一个新

的四位正整数 M'，则称这个数 M'为 M的“九五新佳数”，规定�(�) = �−�'
99 ．

例如：四位正整数 8123，∵8+1＝9，2+3＝5，∴8123 是“九五数”，此时�(�) =

8123−2381
99 = 58；

四位正整数 6315，∵6+3＝9，但 1+5＝6≠5，∴6315不是“九五数”．

（1）判断 7214，3550是否是“九五数”，并说明理由；如果是，求出 F（M）；

（2）若 M是“九五数”，且满足 F（M）能被 8整除，求出所有符合条件的 M．

【考点】因式分解的应用；整式的加减．菁优网版权所有

【专题】整式；运算能力；应用意识．

【分析】（1）根据“九五数”的定义判断即可，再根据�(�) = �−�'
99 列出算式即可求解；

（2）设四位正整数 M的千位数字为 a，十位数字为 b，则其百位数字为（9﹣a），个位

数字为（5﹣b），以此可表示出 M和 M′，再算出 F（M）＝9（a﹣b）+4，根据题意可

得 F（M）能被 8整除，1≤a≤9，1≤b≤5，且 a，b为整数，则 a﹣b＝4，找出符合条

件的 a，b的值，即可求解．

【解答】解：（1）7214是“九五数”，3550不是“九五数”，理由如下：

∵7+2＝9，1+4＝5，

∴7214是“九五数”，
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此时 F（7214）= 7214−1472
99 =58，

∵3+5＝8≠9，

∴3550不是“九五数”；

（2）设四位正整数 M的千位数字为 a，十位数字为 b，则其百位数字为（9﹣a），个位

数字为（5﹣b），

∴M＝1000a+100（9﹣a）+10b+（5﹣b）＝900a+9b+905，

M′＝1000b+100（5﹣b）+10a+（9﹣a）＝900b+9a+509，

∴�(�) = �−�'
99 = 900�+9�+905−(900�−9�+509)

99 =9（a﹣b）+4，

∵F（M）能被 8整除，1≤a≤9，1≤b≤5，且 a，b为整数，

∴a﹣b＝4，

∴
� = 5
� = 1，

� = 6
� = 2，

� = 7
� = 3，

� = 8
� = 4，

� = 9
� = 5，

综上，所有符合条件的 M为 5414，6323，7232，8141，9050．

【点评】本题主要考查整式的加减、因式分解的应用，解题关键是理解新定义，熟练掌

握整式的混合运算法则．

7．（2022秋•沙坪坝区期末）一个各数位数字均不为零的四位自然数 M，它的后两位数为 m，

前两位数为 n，若
�
�
为整数，则这个数 M为“孪生数”．

例如：M＝1296，∵m＝96，n＝12，
�
�
=

96
12

= 8，∴1296是“孪生数”．

又如：M＝2580，∵m＝80，n＝25，
�
�
=

80
25

= 3
1
5
，∴2580不是“孪生数”．

（1）判断 2430，2781是否是“孪生数”，并说明理由；

（2）四位数 M是“孪生数”，它的千位数字为 a，百位数字为 b，记�(�) = �+�−2
9 ，�(�) =

�+�
7 ．当 F（M），G（M）均是整数时，求出所有满足条件的 M．

【考点】因式分解的应用；列代数式．菁优网版权所有

【专题】新定义；运算能力；应用意识．

【分析】（1）根据“孪生数”的定义即可判断；

（2）根据题意可得 n＝10a+b，1≤a≤9，0≤b≤9，再由�(�) = �+�−2
9 为整数可以确定

n的所有可能取值，再根据�(�) = �+�
7 为整数可得 n为 7的倍数，以此得到 n和 m的值，
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即可求解．

【解答】解：（1）M＝2430，

∵m＝30，n＝24，

∴
�
�
=

30
24

= 1
1
4
，

∴2430不是“孪生数”，

M＝2781，

∵m＝81，n＝21，

∴
�
�
=

81
27

= 3，

∴2781是“孪生数”；

（2）∵四位数 M是“孪生数”，它的千位数字为 a，百位数字为 b，

∴n＝10a+b，

∵1≤a≤9，0≤b≤9，且�(�) = �+�−2
9 为整数，

∴
� = 2
� = 9，

� = 3
� = 8，

� = 4
� = 7，

� = 5
� = 6，

� = 6
� = 5，

� = 7
� = 4，

� = 8
� = 3，

� = 9
� = 2，

∴n可能为 29，38，47，56，65，74，83，92，

∵m为 n的整数倍，且�(�) = �+�
7 为整数，

∴n要为 7的倍数，

∴n只能为 56，

∵m为四位数 M的后两位数，且 m为 n的整数倍，

∴m＝56，

∴满足条件的 M为 5656．

【点评】本题以新定义为背景考查了因式分解的应用，考查学生应用知识的能力，解题

关键是要理解新定义，根据条件找出满足条件的“孪生数”．

8．（2022秋•沙坪坝区校级期末）材料一：对于一个三位正整数，若十位数字与个位数字之

和减去百位数字的差为 6，则称这个三位数为“顺心数”．例如：345，因为 4+5﹣3＝6，

所以 345是“顺心数”；

材料二：若 t= ���（1≤a≤9，0≤b≤9，0≤c≤9，且 a、b、c均为整数），记 F（t）＝

2a﹣c．

（1）216 不是 “顺心数”（填“是”或“不是”）；
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若�2�是“顺心数”，且 F（�2�）＝﹣1，则 c的值为 7 ；

（2）已知 t1= ��3，t2= ���是两个不同的“顺心数”（1≤x≤6，0≤n≤9，1≤m，y≤9，

且 x、y、m、n均为整数），且 2F（t1）+3F（t2）﹣6n能被 11整除，求所有符合题意的

t1的值．

【考点】因式分解的应用．菁优网版权所有

【专题】整式；运算能力；推理能力．

【分析】（1）根据阅读材料直接求解即可；

（2）根据题意可到 6﹣m﹣2n能被 11整除，再由 m、n的取值范围，确定 x的值即可．

【解答】解：（1）∵1+6﹣2＝5，

∴216不是“顺心数”；

∵�2�是“顺心数”，

∴2+c﹣a＝6，

∴c﹣a＝4，

∵F（�2�）＝﹣1，

∴2a﹣c＝﹣1，

∴a＝3，c＝7，

故答案为：不是，7；

（2）∵t1= ��3，t2= ���，

∴F（t1）＝2x﹣3，F（t2）＝2m﹣n，

∴2F（t1）+3F（t2）﹣6n＝4x﹣6+6m﹣3n﹣6n＝4x﹣6+6m﹣9n，

∵t1= ��3，t2= ���是两个不同的“顺心数”，

∴y+3﹣x＝6，y+n﹣m＝6，

∴x＝m﹣n+3，

∴2F（t1）+3F（t2）﹣6n＝6+10m﹣13n＝﹣11n+11m﹣m+6﹣2n，

∵2F（t1）+3F（t2）﹣6n能被 11整除，

∴6﹣m﹣2n能被 11整除，

∵0≤n≤9，1≤m，

∴m＝1，n＝8或 m＝3，n＝7或 m＝5，n＝6或 m＝7，n＝5或 m＝9，n＝4或 m＝6，n

＝0或 m＝4，n＝1或 m＝2，n＝2，
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∵1≤x≤6，

∴m＝5，n＝6或 m＝7，n＝5或 m＝4，n＝1或 m＝2，n＝2，

∴x＝2或 x＝5或 x＝6或 x＝3，

∴t1的值为 253或 583或 693或 363．

【点评】本题考查因式分解的应用，熟练掌握整式的运算性质，弄清阅读材料，分类讨

论是解题的关键．

9．（2022秋•阳泉期末）如图，将一张长方形纸板按图中虚线裁剪，制作成一个无盖的长方

体盒子，其中四个小正方形的边长是 n，中间长方形的长是 3m，宽是 m，且 m＞n．

（1）观察图形，通过计算长方形纸板的面积可以发现代数式 3m2+8mn+4n2可以因式分解，

请直接写出因式分解的结果：3m2+8mn+4n2＝ （3m+2n）（m+2n） ；

（2）若折成的无盖长方体的四个侧面的面积和是 16，图中所有裁剪线（虚线部分）长之

和是 40，试求 m2+n2和（m﹣n）2的值．

【考点】因式分解的应用；展开图折叠成几何体；因式分解的意义．菁优网版权所有

【专题】因式分解；运算能力．

【分析】（1）根据图中的面积关系，图中各部分面积之和等于大长方形的面积，以此即

可求解；

（2）根据无盖长方体的四个侧面的面积和是 16可得 mn＝2，

【解答】解：（1）观察图形，发现代数式：

3m2+8mn+4n2＝（3m+2n）（m+2n）；

故答案为：（3m+2n）（m+2n）；

（2）∵无盖长方体的四个侧面的面积和是 16，

∴2（3mn+mn）＝16，即 mn＝2，

∵图中所有裁剪线（虚线部分）长之和是 40，

∴2（m+2n）+2（3m+2n）＝8m+8n＝8（m+n）＝40，

即 m+n＝5，
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∵（m+n）2＝m2+2mn+n2，

∴m2+n2＝（m+n）2﹣2mn＝52﹣2×2＝21，

（m﹣n）2＝m2+n2﹣2mn＝21﹣2×2＝17．

【点评】本题主要考查因式分解在几何图形中的应用，数形结合，并熟练掌握相关运算

法则是解题关键．

10．（2022秋•河西区期末）八年级课外兴趣小组活动时，老师提出了如下问题：将 2a﹣3ab

﹣4+6b因式分解．经过小组合作交流，得到了如下的解决方法：

解法一：原式＝（2a﹣3ab）﹣（4﹣6b）

＝a（2﹣3b）﹣2（2﹣3b）

＝（2﹣3b）（a﹣2）

解法二：原式＝（2a﹣4）﹣（3ab﹣6b）

＝2（a﹣2）﹣3b（a﹣2）

＝（a﹣2）（2﹣3b）

小明由此体会到，对项数较多的多项式无法直接进行因式分解时，我们可以将多项式分

为若干组，再利用提公因式法、公式法等方法达到因式分解的目的．这种方法可以称为

分组分解法．（温馨提示：因式分解一定要分解到不能再分解为止）

请你也试一试利用分组分解法进行因式分解：

（Ⅰ）因式分解：x2﹣a2+x+a；

（Ⅱ）因式分解：ax+a2﹣2ab﹣bx+b2．

【考点】因式分解﹣分组分解法；因式分解﹣提公因式法；因式分解﹣运用公式法．菁优网版权所有

【专题】计算题；整式；运算能力．

【分析】认真读懂题意，利用因式分解解决问题．

【解答】解：（Ⅰ）x2﹣a2+x+a

＝（x2﹣a2）+（x+a）

＝（x﹣a）（x+a）+（x+a）

＝（x+a）（x﹣a+1）；

（Ⅱ）ax+a2﹣2ab﹣bx+b2．

＝（ax﹣bx）+（a2﹣2ab+b2）

＝x（a﹣b）+（a﹣b）2



第 20页（共 32页）

＝（a﹣b）（x+a﹣b）．

【点评】本题考查了因式分解，解题的关键是掌握分组因式分解．

11．（2022秋•日照期末）阅读理解并解答：

【方法呈现】

（1）我们把多项式 a2+2ab+b2及 a2﹣2ab+b2叫做完全平方式．在运用完全平方公式进行

因式分解时，关键是判断这个多项式是不是一个完全平方式，同样地，把一个多项式进

行局部因式分解可以来解决代数式值的最小（或最大）问题．

例如：x2+2x+3＝（x2+2x+1）+2＝（x+1）2+2，

∵（x+1）2≥0，

∴（x+1）2+2≥2．

则这个代数式 x2+2x+3的最小值是 2 ，这时相应的 x的值是 ﹣1 ．

【尝试应用】

（2）求代数式﹣x2+14x+10的最小（或最大）值，并写出相应的 x的值．

【拓展提高】

（3）已知 a，b，c是△ABC的三边长，满足 a2+b2＝10a+8b﹣41，且 c是△ABC中最长

的边，求 c的取值范围．

【考点】因式分解的应用；非负数的性质：偶次方；完全平方式．菁优网版权所有

【专题】计算题；整式；运算能力；应用意识．

【分析】（1）利用非负数的性质确定代数式的最值；

（2）先提出负号，再变形，最后确定最值；

（3）变形等式，利用非负数的性质，求出 a、b的值，再利用三角形的三边关系确定 c

边长的取值范围．

【解答】解：（1）代数式 x2+2x+3的最小值是 2，这时相应的 x的值是﹣1，

故答案为：2，﹣1；

（2）﹣x2+14x+10

＝﹣（x2﹣14x﹣10）

＝﹣[（x﹣7）2﹣49﹣10]

＝﹣[（x﹣7）2﹣59]

＝﹣（x﹣7）2+59，
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∵﹣（x﹣7）2≤0，

∴﹣（x﹣7）2+59≤59，

∴代数式﹣x2+14x+10有最大值 59，相应的 x的值为 7；

（3）∵a，b，c是△ABC的三边长，满足 a2+b2＝10a+8b﹣41，

∴a2+b2﹣10a﹣8b＝﹣41，

∴（a﹣5）2+（b﹣4）2﹣25﹣16＝﹣41，

∴（a﹣5）2+（b﹣4）2＝﹣41+41，

∴（a﹣5）2+（b﹣4）2＝0，

∴a﹣5＝0，b﹣4＝0，

∴a＝5，b＝4，

∵a﹣b＜c＜a+b，

∴1＜c＜9，

∵c是△ABC中最长的边，

∴5＜c＜9．

答：c的取值范围为 5＜c＜9．

【点评】本题考查了因式分解的应用，解题的关键是掌握完全平方公式的应用．

12．（2022秋•嘉峪关期末）整体思想是数学解题中常见的一种思想方法：下面是某同学对

多项式（x2+2x）（x2+2x+2）+1进行因式分解的过程．将“x2+2x”看成一个整体，令 x2+2x

＝y，则原式＝y（y+2）+1＝y2+2y+1＝（y+1）2，再将“y”还原即可．解：设 x2+2x＝y．原

式＝y（y+2）+1＝y2+2y+1＝（y+1）2＝（x2+2x+1）2．

问题：

（1）该同学完成因式分解了吗？如果没完成，请你直接写出最后的结果 （x+1）4 ；

（2）请你模仿以上方法尝试对多项式（x2﹣4x）（x2﹣4x+8）+16进行因式分解．

【考点】提公因式法与公式法的综合运用．菁优网版权所有

【专题】整式；运算能力．

【分析】（1）利用完全平方公式继续分解，即可解答；

（2）按照例题的解题思路，进行计算即可解答．

【解答】解：（1）该同学没有完成因式分解，

设 x2+2x＝y，
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原式＝y（y+2）+1

＝y2+2y+1

＝（y+1）2

＝（x2+2x+1）2

＝（x+1）4，

故答案为：（x+1）4；

（2）设 x2﹣4x＝y，

原式＝y（y+8）+16

＝y2+8y+16

＝（y+4）2

＝（x2﹣4x+4）2

＝（x﹣2）4．

【点评】本题考查了提公因式法与公式法的综合运用，理解例题的解题思路是解题的关

键．

13．（2022秋•江北区校级期末）一个三位数 A各个数位上的数字均不相等，若将 A的个位

上的数字移到最左边得到一个新的三位数 A1，且 A1被 4 除余 1，再将 A1的个位上的数

字移到最左边得到另一个新的三位数 A2，且 A2被 4除余 2，则称原数为 4的“友谊数”．例

如：三位数 A＝256，则 A1＝625，且 625÷4＝156…1，A2＝562，且 562÷4＝140…2，

所以 256是 4的“友谊数”．

（1）分别判断自然数 612和 916是否是“友谊数”，并请说明理由．

（2）若“友谊数”A百位上的数字是 a，十位上的数字是 1，个位上的数字是 c，其中 a

＜c，重新排列各数位上的数字必可得到一个最大数和一个最小数，其最大数与最小数的

差记为 F（A），若
�(�)
4

为整数，求出所有符合条件的 A．

【考点】因式分解的应用；列代数式．菁优网版权所有

【专题】整式；运算能力．

【分析】（1）根据所给的定义进行判断即可；

（2）根据题意可得2c+a﹣2能被4整除，a是2的倍数，再求出最大的三位数是100c+10a+1，

最小的三位数是 100+10a+c，则可得 c﹣1是 4的倍数，从而确定 c的值，根据 c的值分

类讨论求出 A即可．
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【解答】解：（1）∵A1＝261，且 261÷4＝65……1，

A2＝126，且 126÷4＝31…2，

∴612是 4的“友谊数”；

∵A1＝691，且 691÷4＝172……3，

∴916不是 4的“友谊数”；

（2）∵A百位上的数字是 a，十位上的数字是 1，个位上的数字是 c，

∴A1＝100c+10a+1，且 100c+10a+1﹣1能被 4整除，

∴a是 2的倍数，

A2＝100+10c+a，且 100+10c+a﹣2能不 4整除，

∴2c+a﹣2能被 4整除，

∵c＞a，

∴最大的三位数是 100c+10a+1，最小的三位数是 100+10a+c，

∴F（A）＝99c﹣99，

∵
�(�)
4

为整数，

∴c﹣1是 4的倍数，

∴c＝5或 c＝9，

∵2c+a﹣2能被 4整除，

∴当 c＝5时，a＝4或 a＝8（舍），

∴A是 415；

当 c＝9时，a＝4或 a＝8，

∴A是 419或 819；

综上所述：A的值为 415或 419或 819．

【点评】本题考查因式分解的应用，根据题意，将所求的问题转化为整式的加减运算，

并根据数的特点分类讨论是解题的关键．

14．（2022秋•广饶县校级期末）某校“数学社团”活动中，研究发现常用的分解因式的方

法有提取公因式法、公式法﹒但还有很多的多项式只用上述方法无法分解，如：“m2﹣

mn+2m﹣2n”，细心观察这个式子就会发现，前两项可以提取公因式，后两项也可提取公

因式，前后两部分分别分解因式后产生了新的公因式，然后再提取公因式就可以完成整

个式子的因式分解了．过程为：
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m2﹣mn+2m﹣2n＝（m2﹣mn）+（2m﹣2n）＝m（m﹣n）+2（m﹣n）＝（m﹣n）（m+2）．

“社团”将此种因式分解的方法叫做“分组分解法”，请在这种方法的启发下，解决以下

问题：

（1）分解因式：a3﹣3a2﹣6a+18；

（2）分解因式：x2+y2﹣2xy﹣9；

（3）已知：m+n＝5，m﹣n＝1．求：m2﹣n2﹣2n+2m的值；

（4）△ABC的三边 a，b，c满足 a2+ab+c2﹣bc＝2ac，判断△ABC的形状并说明理由．

【考点】因式分解的应用．菁优网版权所有

【专题】因式分解；运算能力．

【分析】（1）首先将前两项组合提取公因式，后两项组合提取公因式，然后提取新的公

因式即可；

（2）首先将前三项组合，利用完全平方公式分解因式，进而利用平方差公式分解因式即

可；

（3）首先将前两项以及后两项组合，前两项利用平方差公式分解因式，后两项提取公因

式法分解因式，再提取新的公因式即可；

（4）先将原式变形为 a2﹣2ac+c2+（ab﹣bc）＝0，前三项利用完全平方公式分解因式，

后两项提取公因式，得到（a﹣c）2+b（a﹣c）＝0，再提取一次公因式即可判断．

【解答】解：（1）a3﹣3a2﹣6a+18

＝a2（a﹣3）﹣6（a﹣3）

＝（a﹣3）（a2﹣6）；

（2）x2+y2﹣2xy﹣9

＝（x2+y2﹣2xy）﹣9

＝（x﹣y）2﹣9

＝（x﹣y+3）（x﹣y﹣3）；

（3）m2﹣n2﹣2n+2m

＝（m2﹣n2）﹣（2n﹣2m）

＝（m+n）（m﹣n）﹣2（n﹣m）

＝（m+n）（m﹣n）+2（m﹣n）

＝（m﹣n）（m+n+2），
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∵m+n＝5，m﹣n＝1，

∴原式＝1×（5+2）＝7；

（4）△ABC是等腰三角形，理由如下：

∵a2+ab+c2﹣bc＝2ac，

∴a2﹣2ac+c2+（ab﹣bc）＝0，

∴（a﹣c）2+b（a﹣c）＝0，

∴（a﹣c）（a﹣c+b）＝0，

∵a﹣c+b＞0，

∴a﹣c＝0，即 a＝c，

∴△ABC是等腰三角形．

【点评】此题主要考查了分组分解法分解因式以及等腰三角形的判定，正确分组分解是

解题关键．

15．（2022秋•余庆县期末）阅读下面的材料：

常用的分解因式的方法有提取公因式法、公式法等，但有的多项式只用上述方法无法分

解．如 x2﹣4y2﹣2x+4y，细心观察这个式子，会发现前两项符合平方差公式，后两项可

提取公因式，前、后两部分分别因式分解后又出现新的公因式，提取公因式就可以完成

整个式子的分解因式，具体过程如下：

x2﹣4y2﹣2x+4y

＝（x2﹣4y2）﹣（2x﹣4y）

＝（x+2y）（x﹣2y）﹣2（x﹣2y）

＝（x﹣2y）（x+2y﹣2）

像这种将一个多项式适当分组后，进行分解因式的方法叫做分组分解法．

利用分组分解法解决下面的问题：

（1）分解因式：a2﹣b2+4a﹣4b；

（2）已知等腰三角形的三边 a、b、c均为整数，且 a+bc+b+ca＝12，则满足该条件的等

腰三角形共有 2 个，请说明理由．

【考点】因式分解的应用；三角形三边关系；等腰三角形的判定与性质．菁优网版权所有

【专题】因式分解；三角形；等腰三角形与直角三角形；运算能力；推理能力．

【分析】（1）可将原式分组为（a2﹣b2）+（4a﹣4b），再分别分解因式后提公因式分解
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因式即可求解；

（2）再将所给等式左边分解因式（a+b）（1+c）＝12，继而可求解 a+b＝1，c＝11，或

a+b＝12，c＝0，或 a+b＝2，c＝5，或 a+b＝6，c＝1，或 a+b＝3，c＝3，或 a+b＝4，c

＝2，由三角形的三边关系及的等腰三角形的性质可求解．

【解答】解：（1）原式＝（a2﹣b2）+（4a﹣4b）

＝（a+b）（a﹣b）+4（a﹣b）

＝（a﹣b）（a+b+4）；

（2）∵a+bc+b+ca＝12，

∴（a+b）+（ac+bc）＝12，

∴（a+b）+c（a+b）＝12，

∴（a+b）（1+c）＝12，

∵12＝1×12＝2×6＝3×4，

∴a+b＝1，1+c＝12，或 a+b＝12，1+c＝1，或 a+b＝2，1+c＝6，或 a+b＝6，1+c＝2，

或 a+b＝3，1+c＝4，或 a+b＝4，1+c＝3，

即 a+b＝1，c＝11，或 a+b＝12，c＝0，或 a+b＝2，c＝5，或 a+b＝6，c＝1，或 a+b＝3，

c＝3，或 a+b＝4，c＝2，

∵等腰三角形的三边 a、b、c均为正整数，

∴a+b＞c，

∴a+b＝6，c＝1或 a+b＝4，c＝2，

∴等腰三角形的三边长分别为 3，3，1或 2，2，2，共 2个，

故答案为 2．

【点评】本题主要考查等腰三角形的性质，三角形的三边关系，因式分解的应用，利用

分组分解将式子变形是解题的关键．
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考点卡片

1．非负数的性质：偶次方

偶次方具有非负性．

任意一个数的偶次方都是非负数，当几个数或式的偶次方相加和为 0时，则其中的每一项都

必须等于 0．

2．列代数式

（1）定义：把问题中与数量有关的词语，用含有数字、字母和运算符号的式子表示出来，

就是列代数式．

（2）列代数式五点注意：①仔细辨别词义． 列代数式时，要先认真审题，抓住关键词语，

仔细辩析词义．如“除”与“除以”，“平方的差（或平方差）”与“差的平方”的词义区分． ②

分清数量关系．要正确列代数式，只有分清数量之间的关系． ③注意运算顺序．列代数式

时，一般应在语言叙述的数量关系中，先读的先写，不同级运算的语言，且又要体现出先低

级运算，要把代数式中代表低级运算的这部分括起来．④规范书写格式．列代数时要按要

求规范地书写．像数字与字母、字母与字母相乘可省略乘号不写，数与数相乘必须写乘号；

除法可写成分数形式，带分数与字母相乘需把代分数化为假分数，书写单位名称什么时不加

括号，什么时要加括号．注意代数式括号的适当运用． ⑤正确进行代换．列代数式时，有

时需将题中的字母代入公式，这就要求正确进行代换．

【规律方法】列代数式应该注意的四个问题

1．在同一个式子或具体问题中，每一个字母只能代表一个量．

2．要注意书写的规范性．用字母表示数以后，在含有字母与数字的乘法中，通常将“×”

简写作“•”或者省略不写．

3．在数和表示数的字母乘积中，一般把数写在字母的前面，这个数若是带分数要把它化成

假分数．

4．含有字母的除法，一般不用“÷”（除号），而是写成分数的形式．

3．整式的加减

（1）几个整式相加减，通常用括号把每一个整式括起来，再用加减号连接；然后去括号、

合并同类项．

（2）整式的加减实质上就是合并同类项．
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（3）整式加减的应用：

①认真审题，弄清已知和未知的关系；

②根据题意列出算式；

③计算结果，根据结果解答实际问题．

【规律方法】整式的加减步骤及注意问题

1．整式的加减的实质就是去括号、合并同类项．一般步骤是：先去括号，然后合并同类项．

2．去括号时，要注意两个方面：一是括号外的数字因数要乘括号内的每一项；二是当括号

外是“﹣”时，去括号后括号内的各项都要改变符号．

4．完全平方式

完全平方式的定义：对于一个具有若干个简单变元的整式 A，如果存在另一个实系数整式 B，

使 A＝B2，则称 A是完全平方式．

a2±2ab+b2＝（a±b）2

完全平方式分两种，一种是完全平方和公式，就是两个整式的和括号外的平方．另一种是完

全平方差公式，就是两个整式的差括号外的平方．算时有一个口诀“首末两项算平方，首末

项乘积的 2倍中间放，符号随中央．（就是把两项的乘方分别算出来，再算出两项的乘积，

再乘以 2，然后把这个数放在两数的乘方的中间，这个数以前一个数间的符号随原式中间的

符号，完全平方和公式就用+，完全平方差公式就用﹣，后边的符号都用+）”

5．因式分解的意义

1、分解因式的定义：

把一个多项式化为几个整式的积的形式，这种变形叫做把这个多项式因式分解，也叫做分解

因式．

2、因式分解与整式乘法是相反方向的变形，即互逆运算，二者是一个式子的不同表现形式．因

式分解是两个或几个因式积的表现形式，整式乘法是多项式的表现形式．例如：

3、因式分解是恒等变形，因此可以用整式乘法来检验．

6．因式分解-提公因式法

1、提公因式法：如果一个多项式的各项有公因式，可以把这个公因式提出来，从而将多项

式化成两个因式乘积的形式，这种分解因式的方法叫做提公因式法．

2、具体方法：
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（1）当各项系数都是整数时，公因式的系数应取各项系数的最大公约数；字母取各项的

相同的字母，而且各字母的指数取次数最低的；取相同的多项式，多项式的次数取最低的．

（2）如果多项式的第一项是负的，一般要提出“﹣”号，使括号内的第一项的系数成为

正数．

提出“﹣”号时，多项式的各项都要变号．

3、口诀：找准公因式，一次要提净；全家都搬走，留 1把家守；提负要变号，变形看奇偶．

4、提公因式法基本步骤：

（1）找出公因式；

（2）提公因式并确定另一个因式：

①第一步找公因式可按照确定公因式的方法先确定系数再确定字母；

②第二步提公因式并确定另一个因式，注意要确定另一个因式，可用原多项式除以公

因式，所得的商即是提公因式后剩下的一个因式，也可用公因式分别除去原多项式的每一项，

求的剩下的另一个因式；

③提完公因式后，另一因式的项数与原多项式的项数相同．

7．因式分解-运用公式法

1、如果把乘法公式反过来，就可以把某些多项式分解因式，这种方法叫公式法．

平方差公式：a2﹣b2＝（a+b）（a﹣b）；

完全平方公式：a2±2ab+b2＝（a±b）2；

2、概括整合：

①能够运用平方差公式分解因式的多项式必须是二项式，两项都能写成平方的形式，且符

号相反．

②能运用完全平方公式分解因式的多项式必须是三项式，其中有两项能写成两个数（或式）

的平方和的形式，另一项是这两个数（或式）的积的 2倍．

3、要注意公式的综合应用，分解到每一个因式都不能再分解为止．

8．提公因式法与公式法的综合运用

提公因式法与公式法的综合运用．

9．因式分解-分组分解法

1、分组分解法一般是针对四项或四项以上多项式的因式分解，分组有两个目的，一是分组

后能出现公因式，二是分组后能应用公式．
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2、对于常见的四项式，一般的分组分解有两种形式：①二二分法，②三一分法．

例如：①ax+ay+bx+by

＝x（a+b）+y（a+b）

＝（a+b）（x+y）

②2xy﹣x2+1﹣y2

＝﹣（x2﹣2xy+y2）+1

＝1﹣（x﹣y）2

＝（1+x﹣y）（1﹣x+y）

10．因式分解-十字相乘法等

借助画十字交叉线分解系数，从而帮助我们把二次三项式分解因式的

方法，通常叫做十字相乘法．

①x2+（p+q）x+pq型的式子的因式分解．

这类二次三项式的特点是：二次项的系数是 1；常数项是两个数的积；

可以直接将某些二次项的系数是 1的二次三项式因式分解：

x2+（p+q）x+pq＝（x+p）（x+q）

②ax2+bx+c（a≠0）型的式子的因式分解

这种方法的关键是把二次项系数 a分解成两个因数 a1，a2的积 a1•a2，

把常数项 c分解成两个因数 c1，c2的积 c1•c2，并使 a1c2+a2c1正好是一

次项 b，那么可以直接写成结果：ax2+bx+c＝（a1x+c1）（a2x+c2）．

11．因式分解的应用

1、利用因式分解解决求值问题．

2、利用因式分解解决证明问题．

3、利用因式分解简化计算问题．

【规律方法】因式分解在求代数式值中的应用

1．因式分解是研究代数式的基础，通过因式分解将多项式合理变形，是求代数式值的常用

解题方法，具体做法是：根据题目的特点，先通过因式分解将式子变形，然后再进行整体代

入．

2．用因式分解的方法将式子变形时，根据已知条件，变形的可以是整个代数式，也可以是
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其中的一部分．

12．分式的定义

（1）分式的概念：一般地，如果 A，B表示两个整式，并且 B中含有字母，那么式子
�
�
叫做

分式．

（2）因为 0不能做除数，所以分式的分母不能为 0．

（3）分式是两个整式相除的商，分子就是被除式，分母就是除式，而分数线可以理解为除

号，还兼有括号的作用．

（4）分式的分母必须含有字母，而分子可以含字母，也可以不含字母，亦即从形式上看是
�
�

的形式，从本质上看分母必须含有字母，同时，分母不等于零，且只看初始状态，不要化简．

（5）分式是一种表达形式，如 x+ 1
� +2是分式，如果形式都不是

�
�
的形式，那就不能算是分

式了，如：（x+1）÷（x+2），它只表示一种除法运算，而不能称之为分式，但如果用负指数

次幂表示的某些代数式如（a+b）﹣2，y﹣1，则为分式，因为 y﹣1= 1
�仅是一种数学上的规定，

而非一种运算形式．

13．分式的加减法

（1）同分母分式加减法法则：同分母的分式相加减，分母不变，把分子相加减．

（2）异分母分式加减法法则：把分母不相同的几个分式化成分母相同的分式，叫做通分，

经过通分，异分母分式的加减就转化为同分母分式的加减．

说明：

①分式的通分必须注意整个分子和整个分母，分母是多项式时，必须先分解因式，分子是

多项式时，要把分母所乘的相同式子与这个多项式相乘，而不能只同其中某一项相乘．

②通分是和约分是相反的一种变换．约分是把分子和分母的所有公因式约去，将分式化为

较简单的形式；通分是分别把每一个分式的分子分母同乘以相同的因式，使几个较简单的分

式变成分母相同的较复杂的形式．约分是对一个分式而言的；通分则是对两个或两个以上的

分式来说的．

14．展开图折叠成几何体

通过结合立体图形与平面图形的相互转化，去理解和掌握几何体的展开图，要注意多从实物

出发，然后再从给定的图形中辨认它们能否折叠成给定的立体图形．

15．三角形三边关系
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（1）三角形三边关系定理：三角形两边之和大于第三边．

（2）在运用三角形三边关系判定三条线段能否构成三角形时并不一定要列出三个不等式，

只要两条较短的线段长度之和大于第三条线段的长度即可判定这三条线段能构成一个三角

形．

（3）三角形的两边差小于第三边．

（4）在涉及三角形的边长或周长的计算时，注意最后要用三边关系去检验，这是一个隐藏

的定时炸弹，容易忽略．

16．等腰三角形的判定与性质

1、等腰三角形提供了好多相等的线段和相等的角，判定三角形是等腰三角形是证明线段相

等、角相等的重要手段．

2、在等腰三角形有关问题中，会遇到一些添加辅助线的问题，其顶角平分线、底边上的高、

底边上的中线是常见的辅助线，虽然“三线合一”，但添加辅助线时，有时作哪条线都可以，

有时不同的做法引起解决问题的复杂程度不同，需要具体问题具体分析．

3、等腰三角形性质问题都可以利用三角形全等来解决，但要注意纠正不顾条件，一概依赖

全等三角形的思维定势，凡可以直接利用等腰三角形的问题，应当优先选择简便方法来解决．


