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2023 年中考数学复习探究性试题汇编之圆

一．解答题（共 15 小题）

1．（2022秋•鼓楼区期中）以下是“四点共圆”的几个结论，你能证明并运用它们吗？

Ⅰ．若两个直角三角形有公共斜边，则这两个三角形的 4个顶点共圆（图 1、2）；

Ⅱ．若四边形的一组对角互补，则这个四边形的 4个顶点共圆（图 3）；

Ⅲ．若线段同侧两点与线段两端，点连线的夹角相等，则这两点和线段两端点共圆（图 4）．

（1）在图 1、2中，取 AC的中点 O，根据 得 OA＝OB＝OC＝OD，即 A，B，C，

D共圆；

（2）在图 3中，画⊙O经过点 A，B，D（图 5）．假设点 C落在⊙O外，BC交⊙O于点

E，连接 DE，可得 ＝180°，所以∠BED＝ ，得出矛盾；同理点 C也不

会落在⊙O内，即 A，B，C，D共圆．结论Ⅲ同理可证．

（3）利用四点共圆证明锐角三角形的三条高交于一点．

已知：如图 6，锐角三角形 ABC的高 BD，CE相交于点 H，射线 AH交 BC于点 F．

求证：AF是△ABC的高．（补全以下证明框图，并在图上作必要标注）
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（4）如图 7，点 P是△ABC外部一点，过 P作直线 AB，BC，CA的垂线，垂足分别为 E，

F，D，且点 D，E，F在同一条直线上．求证：点 P在△ABC的外接圆上．

2．（2022•南岗区校级模拟）已知，BF为⊙O直径，弦 AB交弦 CD于点 E，连接 AD、CF、

BC，AD＝CF．

（1）如图 1，求证：AB⊥CD；

（2）如图 2，连接 CG，点 G为 BE上一点，连接 CG，若∠CGB﹣∠F＝2∠CBF，求证：

AE＝EG；

（3）如图 3，在（2）的条件下，连接 BD，BD＝CG，过点 A作⊙O的切线交 CF的延

长线于点 H，过点 B作 BK⊥BC，作 CK∥BF交 BK于点 K，连接 DK，若 tan∠BCG= 1
2，

AH＝2 5，求 DK的长．

3．（2022秋•仪征市期中）【问题提出】

苏科版九年级（上册）教材在探究圆内接四边形对角的数量关系时提出了两个问题：

1．如图（1），在⊙O的内接四边形 ABCD中，BD是⊙O的直径．∠A与∠C、∠ABC

与∠ADC有怎样的数量关系？

2．如图（2），若圆心 O不在⊙O的内接四边形 ABCD的对角线上，问题（1）中发现的

结论是否仍然成立？
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（1）小明发现问题 1中的∠A与∠C、∠ABC与∠ADC都满足互补关系，请帮助他完善

问题 1的证明：

∵BD是⊙O的直径，

∴ ，

∴∠A+∠C＝180°，

∵四边形内角和等于 360°，

∴ ．

（2）请回答问题 2，并说明理由；

【深入探究】

如图（3），⊙O的内接四边形 ABCD恰有一个内切圆⊙I，切点分别是点 E、F、G、H，

连接 GH，EF．

（3）直接写出四边形 ABCD边满足的数量关系 ；

（4）探究 EF、GH满足的位置关系；

（5）如图（4），若∠C＝90°，BC＝3，CD＝2，请直接写出图中阴影部分的面积．

4．（2022•石家庄三模）如图：在矩形 ABCD中，AB＝22，AD＝16，点 O在线段 DE上，

其中 DE＝26，EO＝6；以 OE为半径作圆 O交线段 AB于点 P，并将线段 OP绕点 O逆

时针旋转 90°得线段 OQ．（备注：若圆 O与 AB有两个交点，规定位于点 O上方的交点

为点 P）



第 4页（共 71页）

特例探究：（1）如图 1，当点 E在射线 DA上时，AP＝ ，点 Q到直线 DE的距离

是 ；

变式研究：当点 E在 AD上方时，

（2）如图 2，当点 O落在线段 AB上时，求点 P、Q到直线 DE的距离之比；

（3）当圆 O与 BC边相切时，求线段 AP的长；

（4）若点 O到 AB的距离为 3，直接写出点 Q到 AD的距离．

5．（2022•罗湖区模拟）在⊙O中，弦 CD平分圆周角∠ACB，连接 AB，过点 D作 DE∥AB

交 CB 的 延 长 线 于 点

E．

（1）求证：DE是⊙O的切线；

（2）若 tan∠CAB= 1
3，且 B是 CE的中点，⊙O的直径是 10，求 DE的长．

（3）P是弦 AB下方圆上的一个动点，连接 AP和 BP，过点 D作 DH⊥BP于点 H，请探

究点 P在运动的过程中，

��
��+��

的比值是否改变，若改变，请说明理由；若不变，请直接写出比值．

6．（2022•南岗区模拟）如图，AB为⊙O直径，弦 CD交 AO于 E，连接 BD、BC．

（1）求证：∠C+∠ABD＝90°；

（2）若∠ABC＝2∠ABD，求证：CB＝BE；
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（3）在（2）的条件下，连接 AC，F、G在 AC、BC上，且 CF＝CG，连接 EF、EG，

∠FEG＝90°，连接 BF，∠CFB＝∠CGE，BG＝2 10，求 BD的长．

7．（2021秋•确山县期末）下面是某数学兴趣小组探究用不同方法过圆外一点作圆的切线的

讨论片段，请仔细阅读，并完成相应的任务．

小强：如图（1），连接 OP，作线段 OP的垂直平分线 BC，交 OP于点 A；以点 A为圆

心，OA长为半径作⊙A，交⊙O于点 D；作直线 PD，则 PD即为过点 P的⊙O的切线．

简述理由如下：连接 OD，因为 OP是⊙A的直径，所以∠ODP＝90°，所以 OD⊥DP．又

因为 OD是⊙O的半径，所以 PD是⊙O的切线．

小刚：我认为小强的作用方法有创新，但作弧的次数多，可进行如下改进；如图（2），

作直线 OP交⊙O于 A，B两点，以点 O为圆心，OP长为半径作大⊙O，交直线 OP于

点 C；以点 C为圆心，AB长为半径作⊙O，交大⊙O于点 D；作直线 PD，则 PD即为过

点 P的⊙O的切线．

任务：

（1）小强得出∠ODP＝90°的依据是 （填序号）．

①一条弧所对的圆周角是它所对圆心角的一半；

②在同圆或等圆中，相等的圆周角所对的弧也相等；

③切线与过切点的半径垂直；

④直径所对的圆周角是直角．

（2）小刚作图所得到直线 PD是⊙O的切线吗？请判断并说明理由．

（3）如图（3），已知∠APD＝30°，射线 PA经过点 O，且与⊙O交于点 B，C，射线

PD与⊙O相切于点 E，且 PE＝3+ 3，点 M是射线 PD上一动点，连接 MC，EC，若∠

MCE＝15°，请直接写出线段 PM的长．
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8．（2023•西安二模）[问题提出]

（1）如图①，在等腰直角△ABC中，∠B＝90°，△ACD为等边三角形，AD＝4，则线

段 BD的长为 ．

[问题解决]

（2）如图②，在等腰直角△ABC中，∠B＝90°，BC＝AB＝2，以 AC为直径作半圆 O，

点 D为���上一动点，求点 B、D之间的最大距离；

[问题探究]

（3）一次手工制作课程中，老师要求小明和小丽组制作一种特殊的部件，部件的要求如

图③，部件是由直角△ABC以及弓形 BDC组成，其中∠B＝90°，AB＝4，BC＝6.4，

DE＝2.4，点 E为 BC的中点，DE⊥BC，这时候小明和小丽在讨论这个部件，其中小丽

说点 A到���的最大距离是点 A、D之间的距离，小明说不对，你认为谁的说法正确？请

说明理由，并求出点 A到���的最大距离．
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9．（2022秋•道里区期末）已知四边形 ABCD内接于⊙O，且∠ADC＝∠ABC．

（1）如图 1，求证：AC为⊙O的直径；

（2）如图 2，过点 C作 CD的垂线交 AB于点 E，G为 BC上一点，连接 EG，并延长交

DC延长线于点 F，若 EG＝GC，AE＝2FG，求证：AD＝DF；

（3）如图 3，在（2）的条件下，过点 A作⊙O的切线，在切线上取一点 L，使 LA＝AC，

连接 LC，在⊙O上取一点 Q，连接 AQ并延长交 LC于点 P，使 PC＝2PL，连接 LQ和

QC，点 N和点 M分别在 AD和 DC边上，若 AN＝CM，AM和 CN相交于点 K，且∠AKC+

∠LQP＝180°，DM＝5，△AMC的面积是
325
2

，求 CF的长．

10．（2023•郸城县校级一模）请阅读以下材料，完成相应任务．

我们知道，过任意一个三角形的三个顶点能作一个圆，那么过任意一个四边形的四个顶

点能作一个圆吗？李雷经过实践探究发现了如下结论：

如果线段同侧两点（与线段在同一平面内）分别与线段两端点的连线所组成的夹角相等，

那么这两点和线段两端点四点共圆．下面是李雷证明上述命题的过程（不完整）．

已知：如图 1，点 C，D是线段 AB同侧两点，且∠ACB＝∠ADB．
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求证：点 A，B，C，D四点共圆．

证明：作△ABC的外接圆⊙O，假设点 D在⊙O外或在⊙O内．

如图 2，若点 D在⊙O外．设 AD与⊙O交于点 E，连接 BE，

则∠ACB＝∠AEB（依据一），

又∵∠AEB＝∠ADB+∠DBE（依据二），

∴∠ACB＝∠ADB+∠DBE．

∴∠ACB＞∠ADB．这与已知条件“∠ACB＝∠ADB”矛盾，故点 D在⊙O外不成立；

如图 3，若点 D在⊙O内，……

（请同学们补充完整省略的部分证明过程）

综上所述，作△ABC的外接圆⊙O，点 D在⊙O上，即点 A，B，C，D四点共圆．

（1）填空：将材料中依据一、依据二补充完整；

依据一： ；

依据二： ．

（2）请按照上面的证明思路，写出该证明的剩余部分；

（3）填空：如图 4，在四边形 ABCD中，∠ABD＝∠ACD，对角线 AC，BD交于点 E，

E为 AC中点，若 BD＝6，BE＝4，则 AC＝ ．

11．（2022秋•江北区期末）如图 1，C、D是以 AB为直径的⊙O上的点，且满足 BC＝CD

＝DA＝3，点 P在���上，PD交 AC于点 M，交 AB于点 G，PC交 BD于点 N，交 AB于

点 H．

（1）求∠DBA的度数．

（2）如图 2，当点 P是���的中点时，

①求证：△AMG是等腰三角形．

②求
��
��

的值．
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（3）如图 1，设
��
��

= �，△DMI与△CNI的面积差为 y，求 y关于 x的函数表达式．

12．（2022秋•靖江市期末）小明在学习了《圆周角定理及其推论》后，有这样的学习体会：

在 Rt△ABC中，∠C＝90°，当 AB长度不变时，则点 C在以 AB为直径的圆上运动（不

与 A、B重合）．

[探索发现]

小明继续探究，在 Rt△ABC中，∠C＝90°，AB长度不变．作∠A与∠B的角平分线交

于点 F，小明计算后发现∠AFB的度数为定值，小明猜想点 F也在一个圆上运动．请你

计算∠AFB的度数，并简要说明小明猜想的圆的特征．

[拓展应用]

在[探索发现]的条件下，若 AB＝2 3，求出△AFB面积的最大值．

[灵活运用]

在等边△ABC中，AB＝2 3，点 D、点 E分别在 BC和 AC边上，且 BD＝CE，连接 AD、

BE交于点 F，试求出△ABF周长的最大值．

13．（2022秋•江都区月考）在半径为 5的⊙O中，AB是直径，点 C是直径 AB上方半圆上

一动点，连接 AC、BC．

（1）如图 1，则△ABC面积的最大值是 ；

（2）如图 2，如果 AC＝8，①则 BC＝ ；②作∠ACB的平分线 CP交⊙O于点 P，

求长 CP的长．
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（3）如图 3，连接 AP并保持 CP平分∠ACB，D为线段 BC的中点，过点 D作 DH⊥AP，

在 C点运动过程中，请直接写出 DH长的最大值．

14．（2022秋•东湖区期中）已知，在矩形 ABCD中，AB＝6，BC＝8，连接 AC，将△ABC

绕点 C顺时针旋转，得到△A1B1C（点 A的对应点为 A1，点 B的对应点为 B1），连接 AA1，

BB1．

（1）当△ABC旋转到图①位置时，求
��1
��1

的值；

（2）当点 A1在射线 CD上时，如图②所示，直接写出线段 BB1的长；

（3）设直线 BB1，与直线 AA1相交于点 E，

①当点 B1与点 E重合时，直接写出线段 BB1的长；

②当 BB1＝8时，直接写出线段 BE的长．

15．（2022•固安县模拟）如图 1，四边形 ABCD是正方形，且 AB＝4，点 O与点 B重合，

以 O为圆心，作半径长为 3的半圆 O，交 BC于点 E，交 AB于点 F，交 AB的延长线于

点 G．发现：

（1）M是半圆 O上任意一点，连接 AM，则 AM的最大值为 .思考：将半圆 O

绕点 F逆时针旋转，记旋转角为 a（0°＜a＜180°）．
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（2）如图 2，若半圆 O直径 FG经过点 C时，求点 G转过的弧长．

（3）在旋转过程中圆心 O到 C和 D的距离相等时，求 S△ODC．

探究：

（4）在旋转过程中，若半圆 O与正方形的边相切，求点 D到切点的距离．（参考数据：

sin35°≈ 4
5，co53°≈ 3

5，tan53°≈ 4
3）
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2023 年中考数学复习探究性试题汇编之圆

参考答案与试题解析

一．解答题（共 15 小题）

1．（2022秋•鼓楼区期中）以下是“四点共圆”的几个结论，你能证明并运用它们吗？

Ⅰ．若两个直角三角形有公共斜边，则这两个三角形的 4个顶点共圆（图 1、2）；

Ⅱ．若四边形的一组对角互补，则这个四边形的 4个顶点共圆（图 3）；

Ⅲ．若线段同侧两点与线段两端，点连线的夹角相等，则这两点和线段两端点共圆（图 4）．

（1）在图 1、2中，取 AC的中点 O，根据 直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半

得 OA＝OB＝OC＝OD，即 A，B，C，D共圆；

（2）在图 3中，画⊙O经过点 A，B，D（图 5）．假设点 C落在⊙O外，BC交⊙O于点

E，连接 DE，可得 ∠BED+∠A ＝180°，所以∠BED＝ 180°﹣∠A ，得出矛盾；

同理点 C也不会落在⊙O内，即 A，B，C，D共圆．结论Ⅲ同理可证．

（3）利用四点共圆证明锐角三角形的三条高交于一点．

已知：如图 6，锐角三角形 ABC的高 BD，CE相交于点 H，射线 AH交 BC于点 F．

求证：AF是△ABC的高．（补全以下证明框图，并在图上作必要标注）
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（4）如图 7，点 P是△ABC外部一点，过 P作直线 AB，BC，CA的垂线，垂足分别为 E，

F，D，且点 D，E，F在同一条直线上．求证：点 P在△ABC的外接圆上．

【考点】四点共圆．菁优网版权所有

【专题】圆的有关概念及性质；推理能力．

【分析】（1）根据直角三角形斜边中线的性质可得结论；

（2）由圆周角的性质可得∠BED+∠A＝180°，再结合题干条件，得出矛盾，由此可得

出结论；

（3）如图，连接 DE，由点 B、C、D、E四点共圆得∠BDE＝∠ECB，由点 A、D、H、

E四点共圆得∠BDE＝∠BAF，从而证明∠BAF+∠ABF＝90°即可；

（4）连接 BP和 CP，由点 A，E，P，F四点共圆可得，∠BEF＝∠BPF，由点 C，P，D，

F四点共圆可得∠CDF＝∠CPF，再由外角的性质及角的和差可得∠BAC＝∠BPC，由此

可得点 A，B，C，P四点共圆，即点 P在△ABC的外接圆上．

【解答】解：（1）在图 1、2中，取 AC的中点 O，根据直角三角形斜边上的中线等于斜

边的一半，得 OA＝OB＝OC＝OD，即 A，B，C，D共圆；

故答案为：直角三角形斜边上的中线等于斜边的一半；

（2）在图 3中，画⊙O经过点 A，B，D（图 5）．假设点 C落在⊙O外，BC交⊙O于点

E，连接 DE，可得∠BED+∠A＝180°，

∴∠BED＝180°﹣∠A，得出矛盾；

同理点 C也不会落在⊙O内，即 A，B，C，D共圆．结论Ⅲ同理可证．

故答案为：∠BED+∠A；180°﹣∠A；

（3）如图 6，连接 DE，由点 B、C、D、E四点共圆得∠BDE＝∠ECB，
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由点 A、D、H、E四点共圆得∠BDE＝∠BAF，

∴∠ECB＝∠BAF，

∵∠BEC＝90°，

∴∠ECB+∠ABF＝90°，

∴∠BAF+∠ABF＝90°，

∴∠BFA＝90°，

∴AF为△ABC的边 BC上的高．

（4）如图 7，连接 BP和 CP，

由点 A，E，P，F四点共圆可得∠BEF＝∠BPF，

由点 C，P，D，F四点共圆可得∠CDF＝∠CPF，

∵∠ADE＝∠CDF，

∴∠ADE＝∠CPF，

∵∠BAC＝∠BEF+∠ADE，∠BPC＝∠BPF+∠CPF，

∴∠BAC＝∠BPC，

∴点 A，B，C，P四点共圆，即点 P在△ABC的外接圆上．

【点评】本题考查了圆的定义，直角三角形斜边上的中线等于斜边一半，圆内接四边形

对角互补，圆周角定理，内心的定义．第（3）（4）题解题关键是选取适当的四点证明共
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圆，再利用圆周角定理证明角相等．

2．（2022•南岗区校级模拟）已知，BF为⊙O直径，弦 AB交弦 CD于点 E，连接 AD、CF、

BC，AD＝CF．

（1）如图 1，求证：AB⊥CD；

（2）如图 2，连接 CG，点 G为 BE上一点，连接 CG，若∠CGB﹣∠F＝2∠CBF，求证：

AE＝EG；

（3）如图 3，在（2）的条件下，连接 BD，BD＝CG，过点 A作⊙O的切线交 CF的延

长线于点 H，过点 B作 BK⊥BC，作 CK∥BF交 BK于点 K，连接 DK，若 tan∠BCG= 1
2，

AH＝2 5，求 DK的长．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【分析】（1）连接 BD，根据圆周角定理得到∠CFB＝∠EDB，再由∠ABD＝∠CBF，∠

CFB+∠CBF＝90°，推导出∠EBD+∠EDB＝90°，即可证明；

（2）连接 AC，根据（1）的推导，结合三角形外角性质，得到∠CBF＝∠ECG，根据据

圆周角定理得到∠ACD＝∠CBF，则有∠ACD＝∠GCE，可证明△ACG是等腰三角形，

由此可证；

（3）连接 AC、AF、BD、AO，过点 H作 HM⊥AF交于点 M，过点 G作 GN⊥BC交于

点 N，过点 D作 DL⊥BK交延长线于点 L，先证明△BED≌△CEG（AAS），得到 BE＝

CE，推导出 NG＝NB，再由 tan∠BCG= 1
2 = ��

��，设 BN＝x，则 GN＝x，CN＝2x，分别

求出 BG= 2x，BC＝3x，CE＝BE= 3 2
2 x，EG= 2

2 x，AE＝EG= 2
2 x，推导出∠GCB＝

∠FBA，可得 tan∠FBA= 1
2 = ��

��，则 AF= 2x，利用切线的性质，直径所对的圆周角是
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直角，再推导出∠HAF＝∠FBA，得到 tan∠HAF= 1
2 = ��

��，由已知 AH＝2 5，分别求

出 HM＝2，AM＝4，即可求出 AB＝12，AG＝BG＝6，AE＝EG＝3，BE＝GE＝9，由相

交弦定理得到 CD•ED＝AE•BE，求出 ED＝3，即可得到 AD＝3 2，BD＝3 10，再证明

四边形 CFBK是平行四边形，得到 FC＝BK＝AD＝3 2，进一步推导出∠DBL＝∠FBA，

则 tan∠DBL= 1
2 = ��

��，能够求出 DL＝3 2，BL＝6 2，KL＝9 2，在 Rt△DKL中，用

勾股定理求得 DK= ��2 − ��2 =6 5．

【解答】（1）证明：∵连接 BD，

∵BF为⊙O直径，

∴∠BCF＝90°，

∴∠CFB+∠CBF＝90°，

∵AD＝CF，

∴∠ABD＝∠CBF，

∵��� = ���，

∴∠CFB＝∠EDB，

∴∠EBD+∠EDB＝90°，

∴AB⊥CD；

（2）证明：连接 AC，

由（1）知，∠CEG＝90°，∠BCF＝90°，

∵∠CGB﹣∠F＝2∠CBF，

∴∠CGB＝∠F+∠CBF+∠CBF，

∵∠F+∠CBF＝90°，

∴∠CGB＝90°+∠CBF，

∵∠CGB＝90°+∠ECG，

∴∠CBF＝∠ECG，

∵AD＝CF，

∴∠ACD＝∠CBF，

∴∠ACD＝∠GCE，

∵CD⊥AG，

∴AE＝EG；
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（3）解：连接 AC、AF、BD、AO，过点 H作 HM⊥AF交于点 M，过点 G作 GN⊥BC

交于点 N，过点 D作 DL⊥BK交延长线于点 L，

由（2）知，∠CAG＝∠CGA，

∵��� = ���，

∴∠CDB＝∠CAB，

∴∠CGA＝∠CDB，

∵CG＝BD，∠BED＝∠CEG＝90°，

∴△BED≌△CEG（AAS），

∴BE＝CE，

∵CD⊥AB，

∴∠EBC＝∠ECB＝45°，

∵GN⊥BC，

∴∠NGB＝45°，

∴NG＝NB，

∵tan∠BCG= 1
2 = ��

��，

设 BN＝x，则 GN＝x，CN＝2x，

∴BG= 2x，BC＝3x，

∴CE＝BE= 3 2
2 x，

∴EG= 2
2 x，

∵AE＝EG，

∴AE＝EG= 2
2 x，

∵CF＝AD，

∴∠CBF＝∠ACD，

∵∠ACD＝∠DCG，

∴∠CBF＝∠ECG，

∵∠ECG+∠GCB＝∠CBF+∠FBA＝45°，

∴∠GCB＝∠FBA，

∴tan∠FBA= 1
2 = ��

��，
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∴AF= 2x，

∵OA是圆 O的切线，

∴∠HAO＝90°，

∵BF是圆 O的直径，

∴∠FAB＝90°，

∴∠HAF＝∠FBA，

∴tan∠HAF= 1
2 = ��

��，

∴AM＝2HM，

∵AH＝2 5，

∴HM＝2，AM＝4，

∴ 2x＝6，

∴AB＝12，AG＝BG＝6，AE＝EG＝3，

∴BE＝GE＝9，

∵CD⊥AB，

∴CD•ED＝AE•BE，

∴ED＝3，

∵∠AED＝90°，

∴AD＝3 2，BD＝3 10，

∵BK⊥BC，BC⊥CF，

∴CF∥BK，

∵CK∥BF，

∴四边形 CFBK是平行四边形，

∴FC＝BK＝AD＝3 2，

∵FC＝AD，

∴∠FBC＝∠ABD，

∵∠FBC+∠FBA＝45°，∠ABD+∠DBL＝45°，

∴∠DBL＝∠FBA，

∴tan∠DBL= 1
2 = ��

��，

∴DL＝3 2，BL＝6 2，
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∴KL＝9 2，

在 Rt△DKL中，DK= ��2 − ��2 =6 5．

【点评】本题考查圆的综合应用，熟练掌握同弧或等弧所对的圆周角相等，相交弦定理，

三角形全等的判定及性质，直角三角形的性质，勾股定理，平行四边形的判定及性质，

三角形函数，切线的性质是解题的关键．

3．（2022秋•仪征市期中）【问题提出】

苏科版九年级（上册）教材在探究圆内接四边形对角的数量关系时提出了两个问题：

1．如图（1），在⊙O的内接四边形 ABCD中，BD是⊙O的直径．∠A与∠C、∠ABC

与∠ADC有怎样的数量关系？

2．如图（2），若圆心 O不在⊙O的内接四边形 ABCD的对角线上，问题（1）中发现的
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结论是否仍然成立？

（1）小明发现问题 1中的∠A与∠C、∠ABC与∠ADC都满足互补关系，请帮助他完善

问题 1的证明：

∵BD是⊙O的直径，

∴ ∠A＝∠C＝90° ，

∴∠A+∠C＝180°，

∵四边形内角和等于 360°，

∴ ∠ABC+∠ADC＝180° ．

（2）请回答问题 2，并说明理由；

【深入探究】

如图（3），⊙O的内接四边形 ABCD恰有一个内切圆⊙I，切点分别是点 E、F、G、H，

连接 GH，EF．

（3）直接写出四边形 ABCD边满足的数量关系 AD+BC＝AB+CD ；

（4）探究 EF、GH满足的位置关系；

（5）如图（4），若∠C＝90°，BC＝3，CD＝2，请直接写出图中阴影部分的面积．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】与圆有关的位置关系；几何直观；运算能力；推理能力；应用意识．

【分析】（1）根据直径所对的圆周角是直角，四边形的内角和定理进行求解即可；
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（2）连接 AC、BD，根据同弧所对的圆周角相等，三角形的内角和定理进行求解即可；

（3）连接 AI、BI、CI、DI，根据切线长定理进行求解即可；

（4）连接 EH、IH、IG、IF、GF，根据切线的性质，四点共圆的性质可得∠GIF＝∠ADC，

再由同弧所对的圆周角相等，可得∠GFE＝∠GHE，根据三角形内角和定理，可得∠DEH

＝∠GFE，则∠FEH+∠EHG＝∠FEH+∠IEF+∠DEH＝∠EID＝90°，即可证明 EF⊥GH；

（5）连接 BD，可得 BD是圆 O的直径，连接 IF、IH，先推导出∠BIF+∠DIH＝90°，

再证明四边形 IHCF是正方形，可得∠HIF＝90°，即可知 I点在 BD上，根据已知求出

S 四边形 ABCD＝3×2＝6，通过证明△DHI∽△IFB，求出 IH= 6
5，可求 S⊙I=

36
25π，则阴影部

分的面积＝6− 36
25π．

【解答】解：【问题提出】（1）∵BD是⊙O的直径，

∴∠A＝∠C＝90°，

∴∠A+∠C＝180°，

∵四边形内角和等于 360°，

∴∠ABC+∠ADC＝180°；

故答案为：∠A＝∠C＝90°，∠ABC+∠ADC＝180°；

（2）成立，理由如下：

连接 AC、BD，

∵∠DAC＝∠CBD，∠ACD＝∠ABD，

∴∠DAC+∠ACD＝∠DBC+∠ABD＝∠ABC，

∵∠DAC+∠ACD+∠ADC＝180°，

∴∠ABC+∠ADC＝180°；

同理，∠BAD+∠BCD＝180°；

【深入探究】（3）AD+BC＝AB+CD，理由如下：

连接 AI、BI、CI、DI，

∵圆 I是四边形 ABCD的内切圆，

∴AG＝AE，DE＝DH，CH＝CF，BF＝BG，

∴AD+BC＝AE+ED+BF+CF＝AG+DH+BG+CH＝AB+CD，

即 AD+BC＝AB+CD，

故答案为：AD+BC＝AB+CD；
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（4）EF⊥GH，理由如下：

连接 EH、IH、IG、IF、GF，

∵四边形 ABCD是圆 O的内接四边形，

∴∠B+∠D＝180°，

∵BG⊥IG，IF⊥BF，

∴∠BGI＝∠IFB＝90°，

∴∠B+∠GIF＝180°，

∴∠GIF＝∠D，

∵GI＝IF，

∴∠GFI＝90°− 1
2∠GIF，

∵ED＝DH，

∴∠DEH＝90°− 1
2∠D，

∴∠GFI＝∠DEH，

∵��� = ���，

∴∠GFE＝∠GHE，

∴∠GHE＝∠GFI+∠IFE，

∵IF＝IE，

∴∠IFE＝∠IEF，

∴∠FEH+∠EHG＝∠FEH+∠IEF+∠DEH＝∠EID＝90°，

∴EF⊥GH；

（5）连接 BD，

∵∠C＝90°，

∴∠A＝90°，

∵ABCD是圆 O的内接圆，

∴BD是圆 O的直径，

连接 IF、IH，

∵I是四边形 ABCD的内切圆圆心，

∴∠ADI＝∠IDH，∠ABI＝∠FBI，

∵IH⊥CD，IF⊥BC，
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∴∠BIF＝90°﹣∠IBF，∠DIH＝90°﹣∠IDH，

∴∠BIF+∠DIH＝180°﹣（∠IBF+∠IDH）＝180°− 1
2（∠ADC+∠ABC），

∵∠ABC+∠ADC＝180°，

∴∠BIF+∠DIH＝90°，

∵IF⊥FC，IH⊥CD，∠C＝90°，IH＝IF，

∴四边形 IHCF是正方形，

∴∠HIF＝90°，

∴I点在 BD上，

∵BC＝3，CD＝2，

∴S 四边形 ABCD＝3×2＝6，

∵∠DIH+∠IDH＝90°，∠IBF+∠IDH＝90°，

∴∠DIH＝∠IBF，

∵∠IHD＝∠IFB＝90°，

∴△DHI∽△IFB，

∴
��
��

=
��
��

，即
��

3−��
=

2−��
��

，

解得 IH= 6
5，

∴S⊙I=
36
25π，

∴阴影部分的面积＝6− 36
25π．
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【点评】本题考查圆的综合应用，熟练掌握四边形的内切圆性质，外接圆性质，三角形

相似的判定及性质，切线的性质，四点共圆的性质是解题的关键．

4．（2022•石家庄三模）如图：在矩形 ABCD中，AB＝22，AD＝16，点 O在线段 DE上，

其中 DE＝26，EO＝6；以 OE为半径作圆 O交线段 AB于点 P，并将线段 OP绕点 O逆

时针旋转 90°得线段 OQ．（备注：若圆 O与 AB有两个交点，规定位于点 O上方的交点

为点 P）

特例探究：（1）如图 1，当点 E在射线 DA上时，AP＝ 2 5 ，点 Q到直线 DE的距离

是 4 ；

变式研究：当点 E在 AD上方时，

（2）如图 2，当点 O落在线段 AB上时，求点 P、Q到直线 DE的距离之比；

（3）当圆 O与 BC边相切时，求线段 AP的长；

（4）若点 O到 AB的距离为 3，直接写出点 Q到 AD的距离．
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【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】与圆有关的位置关系；几何直观；运算能力；创新意识．

【分析】（1）在 Rt△POA中，用勾股定理求 AP的长；过 Q点作 QG⊥AE交于 G，证明

△OPA≌△QOG（AAS），则可求 OG＝OA＝4；

（2）过点 P作 PH⊥ED交于 H，过点 Q作 QK⊥ED交于 K，可证明△POH∽△DOA，

从而求出 PH= 24
5 ，再证明△OAD∽△QKO，可求 QK= 18

5 ，则 PH：QK= 24
5 ：

18
5

=4：3；

（3）设切点为 M，延长 MO交 DA延长线于点 R，过点 O作 OS⊥AB交于 S，再求 AP

的长即可；

（4）分两种情况讨论：当 O在 AB左侧时，过 O作 ON⊥AB交于 N，OH⊥AD交于 H，

GQ⊥AC交于 G，交 ON于点 M，则四边形 ONAH是矩形，四边形 MGHO是矩形，证明

△OPN≌△QOM（AAS），再求 QG＝QM+MG＝3+ 39；当 O点在 AB右边时，过 O作

ON⊥AB交于 N，OH⊥AD交于 H，过 Q点作 QG⊥AD交于 G，QM⊥OH交于 M，则四

边形 ONAH是矩形，四边形 QGHM是矩形，证明△OPN≌△OQM（AAS），可求 Q点到

直线 AD的距离为 231 −3．

【解答】解：（1）∵DE＝26，AD＝16，

∴AE＝10，

∵EO＝6，

∴OA＝4，

∵OP＝OE＝6，

∴AP= 36 − 16 =2 5，

如图 1，过 Q点作 QG⊥AE交于 G，

∵∠POQ＝90°，

∴∠QOG+∠POA＝90°，∠POA+∠OPA＝90°，



第 26页（共 71页）

∴∠QOG＝∠OPA，

∵OP＝OQ，

∴△OPA≌△QOG（AAS），

∴OG＝OA＝4，

故答案为：2 5，4；

（2）∵DE＝26，EO＝6，

∴OD＝20，

在 Rt△OAD中，AD＝16，

∴OA= 202 − 162 =12，

如图 2，过点 P作 PH⊥ED交于 H，过点 Q作 QK⊥ED交于 K，

∵∠POH＝∠AOD，

∴△POH∽△DOA，

∴
��
��

=
��
��

，

∵OP＝OE＝6，

∴
6
20

=
��
16

，

∴PH= 24
5 ，

∵∠POQ＝90°，

∴∠KOQ＝∠ODA，

∴△OAD∽△QKO，

∴
��
��

=
��
��

，即
12
��

=
20
6
，

∴QK= 18
5 ，

∴PH：QK= 24
5 ：

18
5

=4：3；

（3）∵圆 O与 BC边相切，

设切点为 M，则 OM＝OE＝6，

如图 3，延长 MO交 DA延长线于点 R，过点 O作 OS⊥AB交于 S，

∵ED＝26，

∴OD＝20，
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∵AB＝22，

∴OR＝16，

∴RD= 202 − 162 =12，

∴AR＝4，

∴SP= 62 − 42 =2 5，

∴AP＝16+2 5；

（4）如图 4，当 O在 AB左侧时，过 O作 ON⊥AB交于 N，OH⊥AD交于 H，GQ⊥AC

交于 G，交 ON于点 M，

∴四边形 ONAH是矩形，四边形 MGHO是矩形，

∴MG＝OH，ON＝AH＝3，

∴HD＝16+3＝19，

在 Rt△OHD中，OH= 39，

∵∠POQ＝90°，

∴∠QOM+∠PON＝90°，

∵∠PON+∠OPN＝90°，

∴∠PON＝∠QOM，

∵∠QMO＝∠PNO＝90°，OP＝OQ，

∴△OPN≌△QOM（AAS），

∴QM＝ON＝3，

∴Q点到 AD的距离 QG＝QM+MG＝3+ 39；

如图 5，当 O点在 AB右边时，过 O作 ON⊥AB交于 N，OH⊥AD交于 H，过 Q点作 QG

⊥AD交于 G，QM⊥OH交于 M，

∴四边形 ONAH是矩形，四边形 QGHM是矩形，

∴QG＝MH，ON＝AH＝3，

∴HD＝AD﹣AH＝13，

∴OH= 231，

∵∠NOH＝∠POQ＝90°，

∴∠PON＝∠QOM，

∵∠PNO＝∠QMO＝90°，OP＝OQ，
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∴△OPN≌△OQM（AAS），

∴ON＝OM＝3，

∴MH＝OH﹣OM= 231 −3，

∴Q点到直线 AD的距离为 231 −3；

综上所述：Q点到直线 AD的距离为 3+ 39或 231 −3．
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【点评】本题是圆的综合题，熟练掌握圆的性质，圆与直线的位置关系，直角三角形勾

股定理，数形结合，分类讨论是解题的关键．

5．（2022•罗湖区模拟）在⊙O中，弦 CD平分圆周角∠ACB，连接 AB，过点 D作 DE∥AB

交 CB 的 延 长 线 于 点

E．

（1）求证：DE是⊙O的切线；

（2）若 tan∠CAB= 1
3，且 B是 CE的中点，⊙O的直径是 10，求 DE的长．

（3）P是弦 AB下方圆上的一个动点，连接 AP和 BP，过点 D作 DH⊥BP于点 H，请探

究点 P在运动的过程中，

��
��+��

的比值是否改变，若改变，请说明理由；若不变，请直接写出比值．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】转化思想；构造法；与圆有关的计算；几何直观；运算能力；推理能力；模型

思想．

【分析】（1）利用垂径定理即可证得结论；

（2）构建直角三角形，利用勾股定理求出线段长度即可求解；

（3）利用相似三角形，直角三角形，找到角之间的关系，然后转化为线段的关系进行求

解．

【解答】证明：（1）如图 1，连接 OD交 AB于点 F，连接 OA，OB，AD，
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∵CD平分∠ACB，

∴∠ACD＝∠BCD，

∴��� = ��� ，

∴∠AOD＝∠BOD，

∵OA＝OB，

∴OD⊥AB，

∵AB∥DE，

∴OD⊥DE，

∴DE是⊙O的切线．

解：（2）如图 2，连接 OC，OD，OE，过点 O作 OF⊥BC于点 F，

∴∠BOC＝2∠BAC，

∵OB＝OC，OF⊥BC，

∴∠COF＝∠
1
2
∠COB＝∠CAB，

∴tan∠COF= ��
�� =tan∠CAB= 1

3，

设 CF＝x，OF＝3x，

∵⊙O的直径是 10，

∴OC= 10
2 ，

∵OC2＝OF2+CF2，
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∴（
10
2

）2＝（3x）2+x2，

解得：x= 1
2，

∴CF= 1
2，OF= 3

2，

∴BC＝1，

∵B是 CE的中点，

∴BE＝BC＝1，

∴EF= 3
2，

∵OE2＝OF2+EF2，

∴OE2＝（
3
2
）2+（

3
2
）2= 18

4 ，

∵OD2+DE2＝OE2，

∴DE= ��2 − ��2 = 18
4 − 10

4 = 2．

（3）解法一：如图 3，延长 BP至 Q使得 PQ＝AP，连接 AQ，OC，连接 OB，BD，连

接 OD交 AB于点 K，连接 HK，

∵A，P，B，C四点共圆，

∴∠APQ＝∠ACB，

∵AP＝PQ，

∴∠Q＝∠QAP，

∴∠Q＝90°− 1
2∠ACB，

∵DE是⊙O的切线，

∴OD⊥DE，

∵DE∥AB，
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∴OD⊥AB，

∴K是 AB的中点，

∵DH⊥BH，

∴∠BHD＝90°，

∵∠BKD＝90°，

∴B，K，H，D四点共圆，

∴∠BHK＝∠ODB，

∵∠BOD＝∠ACB，OB＝OD，

∴∠ODB＝90°− 1
2∠ACB，

∴∠ODB＝∠Q，

∴∠BHK＝∠Q，

∴AQ∥HK，

∴
��
��

=
��
��

=
1
2
，

∵BQ＝BP+QP，QP＝AP，

∴BQ＝BP+AP，

∴
��

��+��
=

1
2
．

解法二：如图 4，在 BP上截取 BM＝AP，连接 DM，BD，DP，AD，

∵弦 CD平分圆周角∠ACB，

∴AD＝BD，

∵��� = ���，

∴∠PAD＝∠PBD＝∠MBD，

∴△APD≌△BMD（SAS），

∴DP＝DM，AP＝BM，
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∵DH⊥BP，

∴DH为△PDM的中线，

∴HP＝HM，

∴BP＝BM+PM＝BM+2HM，

∵BH＝BM+HM，

∴
��

��+��
=

��+��
��+��+2��

=
1
2
．

解法三：如图：连接 DA，DB，DP，CD，将△APD沿 PD翻折得到△A'PD，

∵∠APD+∠ACD＝180°，��� = ��� ，

∴∠BPD＝∠ACD，

∴∠BPD+∠APD＝180°，

由翻折得△APD≌△A'PD，

∴∠A'PD＝∠APD，AD＝A'D，

∴∠A'PD+∠BPD＝180°，

∴A'，P，B三点共线，

∵��� = ���，

∴AD＝BD，

∴A'D＝BD，

又∵DH⊥A'B，

∴A'H＝HB= 1
2A'B，

∴AP+PH= 1
2AP+PB，

∴比值不变，恒为
1
2
．

【点评】本题考查了勾股定理，圆内接四边形，垂径定理等知识点，难度较大，解题的

关键是作出辅助线，属于中考压轴题．
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6．（2022•南岗区模拟）如图，AB为⊙O直径，弦 CD交 AO于 E，连接 BD、BC．

（1）求证：∠C+∠ABD＝90°；

（2）若∠ABC＝2∠ABD，求证：CB＝BE；

（3）在（2）的条件下，连接 AC，F、G在 AC、BC上，且 CF＝CG，连接 EF、EG，

∠FEG＝90°，连接 BF，∠CFB＝∠CGE，BG＝2 10，求 BD的长．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】作图题；转化思想；构造法；与圆有关的计算；空间观念；几何直观；推理能

力；模型思想；创新意识．

【分析】（1）连接 AD，运用圆周角定理即可求证；

（2）分别将∠ABD和∠ABC表示出来，然后圆周角定理表示出∠CEB和∠C，即可求证；

（3）首先利用已知条件证出 AE＝AF，然后正确作出相应的辅助线，利用转换的思想将

边与边，角与角之间的关系表示出来，再利用正切定理求解即可．

【解答】证明：（1）如图 1，连接 AD，

∵��� = ��� ，

∴∠C＝∠A，

∵AB是直径，

∴∠ADB＝90°，

∴∠A+∠ABD＝90°，

∴∠C+∠ABD＝90°．
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（2）∵∠ABC＝2∠ABD，设∠ABD＝α，

∴∠ABC＝2α，

∵∠A+∠ABD＝90°，

∴∠A＝90°﹣α，

∴∠C＝90°﹣α，

∵∠CEB＝180°﹣∠ABC﹣∠C＝180°﹣2α﹣（90°﹣α）＝90°﹣α，

∴∠CEB＝∠C，

∴CB＝BE．

（3）如图 2，延长 FE，使 FK＝BF，连接 BK，延长 EF、BC交于点 C，

∵∠FEG＝∠FCG＝90°，CF＝CG，

∴四边形 EFCG对角互补且邻边相等，

∴∠CEF＝∠CEG＝45°，

∵在 Rt△ACB中，CB＝CE，∠CEF＝45°，

设∠ABC＝2β，则

∠BEC＝∠BCE＝90°﹣β，

∴∠AEF＝180°﹣45°﹣（90°﹣β）＝45°+β，

∵∠ACB＝90°，

∴∠ACE＝β，

∴∠AFE＝45°+β，
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∴∠AFE＝∠AEF，

∴AE＝AF，

再设∠CBF＝α，则

∠CFB＝90°﹣α，

∵∠CGE＝∠CFB，

∴∠CGE＝90°﹣α，

∵∠AFE+∠CFE＝180°，∠CGE+∠CFE＝180°，

∴∠AFE＝∠CGE＝90°﹣α，

∴∠BFK＝2α，∠L＝α，

∵FK＝FB，

∴∠K＝90°﹣α，

∴∠LBK＝90°，

∵BF＝KF＝LF，

∴点 F为 KL中点，点 C为 BL中点，

再设 CF＝m，则

BK＝2m，

∵∠BEK＝∠BKE＝90°﹣α，

∴BE＝BK＝2m，

∴BC＝2m，

∵CG＝CF＝m，

∴BG＝CG＝m，

∵BG= 2 10，

∴m= 2 10，

∴BE＝2m= 4 10，

再设 AF＝AE＝x，则

在 Rt△ABC中，有

(2 10 + �)2 + (4 10)2 = (� + 4 10)2，

解得 x= 10，

∴AC＝AF+CF= 3 10，
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∴tan∠CDB＝tan∠CAB= 4
3，tan∠CBA= 3

4，

∴tan∠BCD＝3，

在△BCD中，如图 3，过点 B作 BH⊥CD于点 H，

设 BH＝12k，则

CH＝4k，DH＝9k，BD＝15k，BC= 4 10�，

∵BC= 4 10，

∴k＝1，

∴BD＝15．
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【点评】本题考查了圆周角定理，等腰三角形与直角三角形的性质与勾股定理等，涉及

的知识点比较多，解题的关键是正确分析图中的相等关系以及作出辅助线，通过角度的

关系求出边之间关系，然后利用勾股定理以及正切定理进行求解．

7．（2021秋•确山县期末）下面是某数学兴趣小组探究用不同方法过圆外一点作圆的切线的

讨论片段，请仔细阅读，并完成相应的任务．

小强：如图（1），连接 OP，作线段 OP的垂直平分线 BC，交 OP于点 A；以点 A为圆

心，OA长为半径作⊙A，交⊙O于点 D；作直线 PD，则 PD即为过点 P的⊙O的切线．

简述理由如下：连接 OD，因为 OP是⊙A的直径，所以∠ODP＝90°，所以 OD⊥DP．又

因为 OD是⊙O的半径，所以 PD是⊙O的切线．

小刚：我认为小强的作用方法有创新，但作弧的次数多，可进行如下改进；如图（2），

作直线 OP交⊙O于 A，B两点，以点 O为圆心，OP长为半径作大⊙O，交直线 OP于

点 C；以点 C为圆心，AB长为半径作⊙O，交大⊙O于点 D；作直线 PD，则 PD即为过

点 P的⊙O的切线．

任务：

（1）小强得出∠ODP＝90°的依据是 ④ （填序号）．

①一条弧所对的圆周角是它所对圆心角的一半；
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②在同圆或等圆中，相等的圆周角所对的弧也相等；

③切线与过切点的半径垂直；

④直径所对的圆周角是直角．

（2）小刚作图所得到直线 PD是⊙O的切线吗？请判断并说明理由．

（3）如图（3），已知∠APD＝30°，射线 PA经过点 O，且与⊙O交于点 B，C，射线

PD与⊙O相切于点 E，且 PE＝3+ 3，点 M是射线 PD上一动点，连接 MC，EC，若∠

MCE＝15°，请直接写出线段 PM的长．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】等腰三角形与直角三角形；圆的有关概念及性质；与圆有关的位置关系；图形

的相似；运算能力；推理能力．

【分析】（1）OP是⊙A的直径可推出∠PDO＝90°，从而得出结果；

（2）连接 CD，取 PD的中点 E，连接 OE，根据三角形中位线定理得出 OE= 1
2 �� = ��，

OE∥CD，进而得出∠OEP＝90°，进而得出结论；

（3）连接 OE，作 PG∥CE交 CM的延长线于 G，作 EF⊥BC于 F，可推出∠OCE＝30°，

进而得出 CM平分∠PCE，由 PG∥CE和 PC＝PG可推出
��
��

=
��
��

= 3，进一步求得
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结果．

【解答】解：（1）∵OP是⊙A的直径，

∴∠PDO＝90°，

∵OD是⊙O的半径，

∴PD是⊙O的切线，

故选④；

（2）如图 1，

连接 CD，取 PD的中点 E，连接 OE，

∵PC是大⊙O的直径，

∴∠PDC＝90°，

∵OP＝OC，

∴OE∥CD，OE= 1
2 ��，

∴∠POE＝∠PDC＝90°，

∵CD＝AB，

∴OE= 1
2 ��，

∴点 E在小⊙O上，

∴PE是小⊙O的切线；

（3）如图 2，
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当点 M在线段 PE上时，

连接 OE，作 PG∥CE交 CM的延长线于 G，作 EF⊥BC于 F，

∵PE是⊙O的切线，

∴∠PEO＝90°，

∴∠POE＝90°﹣∠CPE＝90°﹣30°＝60°，

∵OC＝OE，

∴∠OCE＝∠OEC，

∵∠OCE+∠OEC＝∠POE，

∴2∠OCE＝60°，

∴∠OCE＝30°，

∴∠CPE＝∠OCE，∠PCM＝∠ECM＝15°，

∴CE＝PE＝3+ 3，

∴PC＝2CP＝2PF，

∵cos∠OCE= ��
��，

∴
��
��

=
3

2
，

∴
��
��

= 3，

∵PG∥CE，

∴∠G＝∠ECM＝15°，△PGM∽△ECM，

∴
��
��

=
��
��

，∠G＝∠PCM，

∴PG＝PC，

∴
��
��

=
��
��

= 3，

∴PM= 3��，

∵PM+EM＝3+ 3，

∴ 3EM+EM= 3（ 3 +1），

∴EM= 3，

∴PM＝3，

如图 3，
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当点 E在线段 PM的延长线时，

作 EF⊥BC于 F，作 MH⊥BC于 H，

∵PF= 3
2 ��，

∴PC＝2PF= 3(3 + 3) =3（ 3 + 1），

∵∠PCE+∠ECN＝45°，

∴∠HMC＝45°，

可得：MH＝CH，

设 MH＝CH＝a，

∴PH= 3�� = 3�

由 PH+CH＝BC得，

∴ 3� + � =3（ 3 +1），

∴a＝3，

∴PM＝2MH＝6，

综上所述：PM＝3或 6．

【点评】本题考查了切线的判定，三角形中位线定理，相似三角形的判定和性质，圆周

角定理得推论等知识，解决问题的关键是作辅助线，构造相似三角形．

8．（2023•西安二模）[问题提出]

（1）如图①，在等腰直角△ABC中，∠B＝90°，△ACD为等边三角形，AD＝4，则线

段 BD的长为 2+2 3 ．

[问题解决]

（2）如图②，在等腰直角△ABC中，∠B＝90°，BC＝AB＝2，以 AC为直径作半圆 O，

点 D为���上一动点，求点 B、D之间的最大距离；

[问题探究]

（3）一次手工制作课程中，老师要求小明和小丽组制作一种特殊的部件，部件的要求如
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图③，部件是由直角△ABC以及弓形 BDC组成，其中∠B＝90°，AB＝4，BC＝6.4，

DE＝2.4，点 E为 BC的中点，DE⊥BC，这时候小明和小丽在讨论这个部件，其中小丽

说点 A到���的最大距离是点 A、D之间的距离，小明说不对，你认为谁的说法正确？请

说明理由，并求出点 A到���的最大距离．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】三角形；等腰三角形与直角三角形；圆的有关概念及性质；运算能力；推理能

力．

【分析】（1）设 BD与 AC交于点 E，利用线段垂直平分线的判定与性质，等腰直角三角

形的性质，等边三角形的性质和勾股定理解答即可；

（2）连接 BO并延长交⊙O于点 D，设点 D′为⊙O上异与点 D的一点，连接 BD′，

OD′，利用三角形的三边关系定理，同圆的半径线段得到线段 DB的长为点 B、D之间

的最大距离，再利用代入直角三角形的性质和圆的有关性质解答即可；

（3）过点 A作 AF⊥DE，交 DE的延长线于点 F，利用垂径定理和勾股定理求得���所在

圆的半径，连接 AO，并延长交⊙O于点 D′，连接 OD′，利用（2）中的方法得到点 A

到���的最大距离为线段 AD′的长度，再利用勾股定理求得 OA的长度，则结论可求．

【解答】解：（1）设 BD与 AC交于点 E，如图，

∵△ABC是等腰直角三角形，∠ABC＝90°，

∴AB＝BC．

∵△ADC为等边三角形，

∴DA＝DC＝AC＝4，
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∴BD垂直平分 AC，

∴BE⊥AC，DE⊥AC，AE＝CE= 1
2AC＝2．

∴BE= 1
2AC＝2，DE= ��2 − ��2 = 2 3，

∴BD＝BE+DE＝2+2 3．

故答案为：2+2 3；

（2）连接 BO并延长交⊙O于点 D，如图，

设点 D′为⊙O上异与点 D的一点，连接 BD′，OD′，

∵OB+OD′＞BD′，OD＝OD′，

∴OB+OD＞BD′，

∴BD＞BD′．

∴线段 DB的长为点 B、D之间的最大距离．

∵∠B＝90°，BC＝AB＝2，

∴AC= 2AB＝2 2，

∴BO＝OD= 1
2AC= 2，

∴BD＝OD+OB＝2 2．

∴点 B、D之间的最大距离为 2 2；

（3）小明的说法正确，理由：

过点 A作 AF⊥DE，交 DE的延长线于点 F，如图，

∵点 E为 BC的中点，DE⊥BC，
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∴���所在圆的圆心在 DF上，

设���所在圆的圆心为 O，连接 OB，

∵AB⊥BC，EF⊥BC，AF⊥DE，

∴四边形 ABEF为矩形，

∴EF＝AB＝4，AF＝BE= 1
2BC＝3.2．

设圆的半径为 r，则 OE＝OD﹣DE＝r﹣2.4，

∵OB2＝BE2+OE2，

∴r2＝3.22+（r﹣2.4）2，

∴r= 10
3 ．

连接 AO，并延长交⊙O于点 D′，连接 OD′，

∵OA+OD＞AD，OD＝OD′，

∴OA+OD′＞AD，

∴AD′＞AD，

即点 A到���的最大距离为线段 AD′的长度，

∴小明的说法正确．

由题意：OB＝OD＝OD′＝r= 10
3 ，

∵OF＝FE﹣OE＝4﹣（
10
3

−2.4）= 46
15，

∴OA= ��2 + ��2 = 3．22 + ( 46
15 )2 = 2 1105

15 ．

∴AD′＝OA+OD′= 2 1105
15 + 10

3 ．

∴出点 A到���的最大距离为
2 1105

15
+

10
3
．

【点评】本题主要考查了等腰直角三角形的性质，等边三角形的性质，勾股定理，圆的

有关性质，两点之间的矩形，三角形的三边关系定理，垂径定理，矩形的判定与性质，

充分利用类比的方法解答是解题的关键．

9．（2022秋•道里区期末）已知四边形 ABCD内接于⊙O，且∠ADC＝∠ABC．

（1）如图 1，求证：AC为⊙O的直径；

（2）如图 2，过点 C作 CD的垂线交 AB于点 E，G为 BC上一点，连接 EG，并延长交

DC延长线于点 F，若 EG＝GC，AE＝2FG，求证：AD＝DF；
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（3）如图 3，在（2）的条件下，过点 A作⊙O的切线，在切线上取一点 L，使 LA＝AC，

连接 LC，在⊙O上取一点 Q，连接 AQ并延长交 LC于点 P，使 PC＝2PL，连接 LQ和

QC，点 N和点 M分别在 AD和 DC边上，若 AN＝CM，AM和 CN相交于点 K，且∠AKC+

∠LQP＝180°，DM＝5，△AMC的面积是
325
2

，求 CF的长．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】线段、角、相交线与平行线；图形的全等；等腰三角形与直角三角形；矩形 菱

形 正方形；圆的有关概念及性质；与圆有关的位置关系；图形的相似；运算能力；推理

能力．

【分析】（1）利用圆内接四边形的性质和圆周角定理解答即可；

（2）过点 E作 EH⊥AD于点 H，利用直角三角形的性质，等腰三角形的性质，全等三角

形的判定与性质和正方形的判定与性质解答即可；

（3）过点 L作 LH⊥AP，交 AP的延长线于点 H，利用圆的切线的性质，全等三角形的

判定与性质，相似三角形的判定与性质和等腰直角三角形的判定与性质得到∠CKM＝∠

LQP＝45°；过点 N作 NJ⊥AK于点 J，连接 NM，延长 AM交⊙O于点 R，连接 RC，利

用圆周角定理，全等三角形的判定与性质与性质，等腰直角三角形的判定与性质和线段

垂直平分线的判定与性质得到 AN＝NM＝CM；设 AJ＝JM＝CR＝x，则 AM＝2x，利用三

角形的面积公式列出关于 x的方程，解方程求得 x值，再利用勾股定理和相似三角形的

判定与性质得到 CM的长，则 FC＝DF﹣DM﹣CM．

【解答】（1）证明：∵四边形 ABCD内接于⊙O，

∴∠ADC+∠ABC＝180°．
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∵∠ADC＝∠ABC，

∴∠ADC＝∠ABC＝90°，

∴AC为⊙O的直径；

（2）证明：过点 E作 EH⊥AD于点 H，如图，

∵EG＝GC，

∴∠ECG＝∠CEG．

∵CE⊥CD，

∴∠CEG+∠F＝90°，∠ECG+∠GCF＝90°，

∴∠F＝∠GCF，

∴GC＝GF，

∴EG＝GF＝CG，

∴EF＝2GF．

∵AE＝2FG，

∴AE＝EF．

∵CE⊥CD，EH⊥AD，∠D＝90°，

∴四边形 ECDH为矩形，

∴∠HEC＝90°，

∴∠AEH+∠CEB＝90°．

∵∠CEB+∠ECB＝90°，

∴∠AEH＝∠ECB，

∴∠AEH＝∠CEF．

在△AEH和△FEC中，

∠��� = ∠��� = 90°
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△AEH≌△FEC（AAS），

∴AH＝CF，EH＝EC，

∴矩形 ECDH为正方形，

∴DH＝DC．
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∴DH+AH＝DC+FC，

∴AD＝DF；

（3）解：过点 L作 LH⊥AP，交 AP的延长线于点 H，如图，

∵AL为⊙O的切线，

∴AL⊥AC．

∴∠LAH+∠HAC＝90°，

∵AC为直径，

∴∠HAC+∠ACQ＝90°，

∴∠LAH＝∠ACQ．

在△ALH和△ACQ中，

∠��� = ∠��� = 90°
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△ALH≌△ACQ（AAS），

∴LH＝AQ，AH＝CQ．

∵LH⊥AP，CQ⊥AP，

∴LH∥CQ，

∴△CQP∽△LHP，

∴
��
��

=
��
��

，

∵PC＝2PL，

∴CQ＝2LH．

∴AH＝2AQ，

∴AQ＝QH＝LH，

∴△LQH为等腰直角三角形，

∴∠LQH＝45°．

∵∠AKC+∠LQP＝180°，∠AKC+∠CKM＝180°，

∴∠CKM＝∠LQP＝45°．

过点 N作 NJ⊥AK于点 J，连接 NM，延长 AM交⊙O于点 R，连接 RC，

∵∠NKJ＝∠CKM＝45°，
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∴NJ＝KJ．

∵AC为直径，

∴∠R＝90°．

在△ANJ和△CRM中，

∠��� = ∠� = 90°
∠��� = ∠���
�� = ��

，

∴△ANJ≌△CRM（AAS），

∴NJ＝MR，AJ＝RC．

∴KJ＝MR．

∵KM+KJ＝KM+MR，

∴MJ＝RK．

∵∠R＝90°，∠CKR＝45°，

∴△CKR为等腰直角三角形，

∴RK＝RC，

∴AJ＝RK．

∴AJ＝MJ．

∵NJ⊥AK，

∴DJ为 AM的垂直平分线，

∴AN＝NM，

∴AN＝NM＝CM．

设 AJ＝JM＝CR＝x，则 AM＝2x，

∵△AMC的面积是
325
2

，

∴
1
2

×AM•RC= 325
2 ，

∴
1
2

×2x•x= 325
2 ，

∵x＞0，

∴x= 5 26
2 ，

∴AM＝5 26．

在 Rt△ADM中，
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AD= ��2 − ��2 =25．

由（2）知：DF＝AD＝25，

∵∠R＝∠D＝90°，∠DAR＝∠DCR，

∴△DAM∽△RCM，

∴
��
��

=
��
��

，

∴
5 26
��

=
25

5 26
2

，

∴CM＝13，

∴CF＝DF﹣DM﹣CM＝25﹣5﹣13＝7．

【点评】本题主要考查了圆的有关性质，圆周角定理，圆的内接四边形的性质，正方形

的判定与性质，等腰直角三角形的判定与性质，全等三角形 大排档与性质，相似三角形

的判定与性质，三角形的面积，线段垂直平分线的判定与性质，平行线的判定与性质，

圆的切线的性质，勾股定理，熟练掌握圆的有关性质，构建恰当的辅助线是解题的关键．

10．（2023•郸城县校级一模）请阅读以下材料，完成相应任务．

我们知道，过任意一个三角形的三个顶点能作一个圆，那么过任意一个四边形的四个顶

点能作一个圆吗？李雷经过实践探究发现了如下结论：

如果线段同侧两点（与线段在同一平面内）分别与线段两端点的连线所组成的夹角相等，

那么这两点和线段两端点四点共圆．下面是李雷证明上述命题的过程（不完整）．
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已知：如图 1，点 C，D是线段 AB同侧两点，且∠ACB＝∠ADB．

求证：点 A，B，C，D四点共圆．

证明：作△ABC的外接圆⊙O，假设点 D在⊙O外或在⊙O内．

如图 2，若点 D在⊙O外．设 AD与⊙O交于点 E，连接 BE，

则∠ACB＝∠AEB（依据一），

又∵∠AEB＝∠ADB+∠DBE（依据二），

∴∠ACB＝∠ADB+∠DBE．

∴∠ACB＞∠ADB．这与已知条件“∠ACB＝∠ADB”矛盾，故点 D在⊙O外不成立；

如图 3，若点 D在⊙O内，……

（请同学们补充完整省略的部分证明过程）

综上所述，作△ABC的外接圆⊙O，点 D在⊙O上，即点 A，B，C，D四点共圆．

（1）填空：将材料中依据一、依据二补充完整；

依据一： 同弧所对的圆周角相等 ；

依据二： 三角形的外角等于与它不相邻的两个内角的和 ．

（2）请按照上面的证明思路，写出该证明的剩余部分；

（3）填空：如图 4，在四边形 ABCD中，∠ABD＝∠ACD，对角线 AC，BD交于点 E，

E为 AC中点，若 BD＝6，BE＝4，则 AC＝ 4 2 ．

【考点】四点共圆．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；三角形；圆的有关概念及性质；运算能力；推理能力．

【分析】（1）由圆周角定理和三角形的外角性质即可得出结论；

（2）作△ABC的外接圆⊙O，假设点 D在⊙O外或在⊙O内．由反证法、圆周角定理以

及三角形的外角性质即可得出结论；

（3）证点 A，B，C，D四点共圆，再由相交弦定理得 AE•CE＝BE•DE，然后由 E为 AC

中点，得 AE＝CE= 1
2AC，即可解决问题．
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【解答】解：（1）依据一：同弧所对的圆周角相等；

依据二：三角形的外角等于与它不相邻的两个内角的和；

故答案为：同弧所对的圆周角相等；三角形的外角等于与它不相邻的两个内角的和；

（2）如图 3，若点 D在⊙O内，延长 AD与⊙O交于点 E，连接 BE，

则∠ACB＝∠AEB，

又∵∠ADB＝∠ADB+∠DBE，

∴∠ACB＝∠AEB+∠DBE．

∴∠ACB＜∠ADB．

这与已知条件“∠ACB＝∠ADB”矛盾，故点 D在⊙O内不成立；

（3）∵∠ABD＝∠ACD，

∴点 A，B，C，D四点共圆，

∴AE•CE＝BE•DE，

∵E为 AC中点，

∴AE＝CE= 1
2AC，

∵BD＝6，BE＝4，

∴DE＝BD﹣BE＝2，

∴
1
2
AC•

1
2
AC＝4×2，

解得：AC＝4 2（负值已舍去），

故答案为：4 2．

【点评】本题是四点共圆综合题目，考查了四点共圆、反证法、圆周角定理、相交弦定

理以及三角形的外角性质等知识，本题综合性强，熟练掌握圆周角定理和反证法，证明

四点共圆是解题的关键，属于中考常考题型．

11．（2022秋•江北区期末）如图 1，C、D是以 AB为直径的⊙O上的点，且满足 BC＝CD
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＝DA＝3，点 P在���上，PD交 AC于点 M，交 AB于点 G，PC交 BD于点 N，交 AB于

点 H．

（1）求∠DBA的度数．

（2）如图 2，当点 P是���的中点时，

①求证：△AMG是等腰三角形．

②求
��
��

的值．

（3）如图 1，设
��
��

= �，△DMI与△CNI的面积差为 y，求 y关于 x的函数表达式．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】等腰三角形与直角三角形；圆的有关概念及性质；图形的相似；解直角三角形

及其应用；运算能力；推理能力．

【分析】（1）利用圆周角定理解答即可；

（2）①利用圆周角定理和三角形的内角和定理求得∠DGA＝∠AMG＝75°，再利用等

腰三角形的判定定理解答即可；

②利用相似三角形的判定定理和性质定理得到
��
��

=
��
��

，再利用直角三角形的边角关系

定理求得
��
��

=tan∠DAC＝tan30°= 3
3 ，则结论可求；

（3）利用圆周角定理，三角形的内角和定理和相似三角形的判定定理和性质定理求得

DN•CM＝CD2＝9；过点 D作 DE⊥AC于点 E，利用等腰三角形的性质和直角三角形的

边角关系定理求得 AC，进而利用已知条件求得 CM；利用相似三角形的判定与性质求得

DN；分别过点 M，N作 CD的垂线，垂足分别为 F，K，得到两个三角形的高，利用三

角形的面积公式分别求得△CMN，△CND的面积，最后利用 S△MDI﹣S△CNI＝S△CDM﹣S△

CDN，即可得出结论．

【解答】（1）解：∵BC＝CD＝DA，



第 54页（共 71页）

∴��� = ��� = ���，

∵AB是直径，

∴���，���，���的度数和为 180°，

∴���的度数为 60°，

∴∠DAB＝30°；

（2）①证明：∵P是���的中点，AB是直径，

∴∠ADP＝∠BDP＝45°．

由（1）知：���，���，���的度数分别等于 60°，

∴∠DAB＝60°．

∴∠DGA＝180°﹣∠DAB﹣∠ADP＝180°﹣60°﹣45°＝75°．

∵∠CAB＝30°，

∴∠AMG＝180°﹣∠CAB﹣∠AGM＝180°﹣30°﹣75°＝75°，

∴∠DGA＝∠AMG，

∴AM＝AG，

∴△AMG是等腰三角形；

②解：∵���的度数为 60°，

∴∠DAC＝30°．

∵∠ADP＝∠BDP＝45°，∠AGM＝∠AMG＝∠DMI＝75°，

∴△ADG∽△MDI，

∴
��
��

=
��
��

．

∵AB为⊙O的直径，

∴∠ADI＝90°，

∴
��
��

=tan∠DAC＝tan30°= 3
3 ．

∴
��
��

=
��
��

=
3

3
；

（3）解：∵AD＝BC＝CD，

∴��� = ��� = ���，

∴∠DCM＝∠CDB＝∠P＝30°，

∵∠CDP＝∠BDP+∠CDB＝30°+∠BDP，
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∠CND＝∠BDP+∠P＝30°+∠BDP，

∴∠CDP＝∠CND．

∵∠DCM＝∠CDB＝30°，

∴△CDM∽△DCN，

∴
��
��

=
��
��

，

∴DN•CM＝CD2＝9．

过点 D作 DE⊥AC于点 E，如图，

∵AD＝CD＝3，∠DAC＝∠ACD＝30°，

∴AE＝EC＝AD•cos30°= 3 3
2 ．

∴�� = 3 3．

∵
��
��

= �，

∴AM＝xCM，

∴xCM+CM＝3 3，

∴�� = 3 3
�+1，

∴DN= 9
�� = 3（x+1）．

分别过点 M，N作 CD的垂线，垂足分别为 F，K，如图，

∴MF＝CM•sin∠DCA＝CM•sin30°= 1
2CM= 3 3

2(�+1)，

NK＝DN•sin∠DCA＝DN•sin30°= 1
2DN= 3

2 （x+1）．



第 56页（共 71页）

∴S△CDM= 1
2 ×CD×MF= 9 3

4(�+1)，

�△��� = 1
2 ×CD×NK= 3 3

4 （x+1）．

∵S△MDI﹣S△CNI＝S△CDM﹣S△CDN，

∴y= 9 3
4(�+1) − 3 3

4 （x+1）．

【点评】本题主要考查了圆的有关概念和性质，圆周角定理，等腰三角形的判定与性质，

相似三角形的判定与性质，勾股定理，直角三角形的边角关系定理，特殊角的三角函数

值，三角形的面积，熟练掌握圆周角定理是解题的关键．

12．（2022秋•靖江市期末）小明在学习了《圆周角定理及其推论》后，有这样的学习体会：

在 Rt△ABC中，∠C＝90°，当 AB长度不变时，则点 C在以 AB为直径的圆上运动（不

与 A、B重合）．

[探索发现]

小明继续探究，在 Rt△ABC中，∠C＝90°，AB长度不变．作∠A与∠B的角平分线交

于点 F，小明计算后发现∠AFB的度数为定值，小明猜想点 F也在一个圆上运动．请你

计算∠AFB的度数，并简要说明小明猜想的圆的特征．

[拓展应用]

在[探索发现]的条件下，若 AB＝2 3，求出△AFB面积的最大值．

[灵活运用]

在等边△ABC中，AB＝2 3，点 D、点 E分别在 BC和 AC边上，且 BD＝CE，连接 AD、

BE交于点 F，试求出△ABF周长的最大值．

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】圆的有关概念及性质．

【分析】[探索发现]根据角平分线的定义，三角形内角和定理可求∠AFB＝135°，再由

已知结论可得 F点在以 AB为定弦，∠AFB为定角的圆上；
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[拓展应用]设 F点在圆 O上，连接 OA、OB，则 O与 C点共圆；过点 F作 FH⊥AB交于

点 H，设 AB的中点为 D，当 H点与 D点重合时，FH的长度最大，此时△FBA的面积

最大，△FAB是等腰三角形，求出 FD的长再求三角形面积即可；

[灵活运用]通过证明△ABD≌△BCE（SAS），可得∠AFB＝120°，再由题干已知可知 F

点在以 AB为定弦，∠AFB为定角的圆上，设△ABF的外接圆为 O，当△ABF的高经过

圆心 O时，△ABF的周长有最大值，此时△ABF是等腰三角形．

【解答】解：[探索发现]∵∠ACB＝90°，

∴∠CAB+∠CBA＝90°，

∵AF是∠CAB的平分线，BF是∠CBA的平分线，

∴∠FAB+∠FBA＝45°，

∴∠AFB＝135°，

∴F点在以 AB为定弦，∠AFB为定角的圆上；

[拓展应用]设 F点在圆 O上，连接 OA、OB，

∵∠AOB＝90°，

∵∠ACB+∠AOB＝180°，

∴O与 C点共圆，

过点 F作 FH⊥AB交于点 H，设 AB的中点为 D，

当 H点与 D点重合时，FH的长度最大，此时△FBA的面积最大，

∵FH⊥AB，D是 AB的中点，

∴FA＝FB，

∵∠AFB＝135°，

∴∠FAB＝∠FBA＝22.5°，

∴∠CAB＝∠CBA＝45°，

∴△ABC是等腰直角三角形，

连接 CF，则 C、F、D三点共线，

过点 F作 FP⊥AC交于点 P，

∴FP＝FD，AP＝AD，

∵AB＝2 3，

∴AC= 6，AD＝AP= 3，
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∴CP= 6 − 3，

∵∠FCP＝45°，

∴CF= 2CP＝2 3 − 6，

∴FD= 3 −（2 3 − 6）= 6 − 3，

∴△AFB的面积= 1
2 ×2 3 ×（ 6 − 3）＝3 2 −3，

∴△AFB面积的最大值为 3 2 −3；

[灵活运用]∵△ABC是等边三角形，

∴AB＝BC，∠ACB＝∠ABC＝60°，

∵BD＝CE，

∴△ABD≌△BCE（SAS），

∴∠CBE＝∠BAD，

∴∠AFE＝∠ABF+∠BAF＝∠ABF+∠CBE＝∠ABC＝60°，

∴∠AFB＝120°，

∵AB＝2 3，

∴F点在以 AB为定弦，∠AFB为定角的圆上，

设△ABF的外接圆为 O，当△ABF的高经过圆心 O时，△ABF的周长有最大值，

连接 AO、BO，

∵∠AFB＝120°，

∴∠AOB＝120°，

∵OA＝BO，

∴∠OAB＝30°，

∵AB＝2 3，

∴AH= 3，

在 Rt△AOH中，OH＝AH•tan30°＝1，OA＝2OH＝2，

∴HF＝OF﹣OH＝1，

∴AF＝BF＝2，

∴△ABF周长的最大值为 4+2 3．
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【点评】本题考查圆的综合应用，熟练掌握三角形全等的判定及性质，定角定弦的三角

形与圆的关系是解题的关键．

13．（2022秋•江都区月考）在半径为 5的⊙O中，AB是直径，点 C是直径 AB上方半圆上

一动点，连接 AC、BC．

（1）如图 1，则△ABC面积的最大值是 25 ；

（2）如图 2，如果 AC＝8，①则 BC＝ 6 ；②作∠ACB的平分线 CP交⊙O于点 P，

求长 CP的长．

（3）如图 3，连接 AP并保持 CP平分∠ACB，D为线段 BC的中点，过点 D作 DH⊥AP，

在 C点运动过程中，请直接写出 DH长的最大值．
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【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】等腰三角形与直角三角形；圆的有关概念及性质；图形的相似；运算能力；推

理能力．

【分析】（1）利用三角形的底一定，高最大时三角形的面积最大，得到当 AB边上的高为

半径是三角形的面积取得最大值；

（2）①利用圆周角定理和勾股定理解答即可；

②过点 B作 BD⊥PC于点 D，连接 PB，利用等腰直角三角形的性质和相似三角形的判

定与性质解答即可；

（3）利用三角形的三边关系定理和垂径定理即可．

【解答】解：（1）∵⊙O的半径为 5，AB是直径，

∴AB＝10．

∴当 AB边上的高最大时，△ABC面积的最大，

∵点 C是直径 AB上方半圆上一动点，

∴当 CO⊥AB时，即 CO＝5时，△ABC面积的最大，

∴△ABC面积的最大值是
1
2

×AB•OC= 1
2 ×10×5＝25，

故答案为：25．

（2）①∵⊙O的半径为 5，AB是直径，

∴AB＝10，∠BCA＝90°，

∴BC= ��2 − ��2 = 102 − 82 =6．

故答案为：6；

②过点 B作 BD⊥PC于点 D，连接 PB，PA，如图，
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∵CP为∠ACB的平分线，∠ACB＝90°，

∴∠ACP＝∠BCP＝45°，

∴△CDB为等腰直角三角形，

∴CD＝BD．

∵AB是直径，

∴∠APB＝90°，

∵∠ABP＝∠ACP＝45°，

∴△APB为等腰直角三角形，

∴PB= 2
2 AB＝5 2．

∵BD⊥PC，

∴∠PDB＝90°，

∴∠PDB＝∠ACB＝90°，

∵∠BPC＝∠BAC，

∴△PDB∽△ACB，

∴
��
��

=
��
��

=
��
��

=
5 2
10

，

∵AC＝8，BC＝6，

∴PD＝4 2，BD＝3 2，

∴CD＝BD＝3 2，

∴CP＝PD+CD＝4 2 +3 2 =7 2；

（3）连接 OD，OH，如图，
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∵D为线段 BC的中点，

∴OD⊥BC，

∵DH≤OD+OH，

∴当点 D，O，H三点在一条直线上时，DH＝OD+OH，DH取最大值．

如图，

∵CP平分∠ACB，

∴��� = ���．

∵OD⊥BC，DH⊥AP，点 D，O，H三点在一条直线上，

∴BC∥AP，

∴四边形 APBC为正方形，

∴DH＝AC＝5 2，

∴DH长的最大值为 5 2．

【点评】本题主要考查了圆周角定理，圆的直径的性质，等腰直角三角形的性质，角平

分线的定义，勾股定理，相似三角形的判定与性质，垂径定理，三角形的三边关系定理，

熟练掌握元的有关性质是解题的关键．

14．（2022秋•东湖区期中）已知，在矩形 ABCD中，AB＝6，BC＝8，连接 AC，将△ABC

绕点 C顺时针旋转，得到△A1B1C（点 A的对应点为 A1，点 B的对应点为 B1），连接 AA1，

BB1．
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（1）当△ABC旋转到图①位置时，求
��1
��1

的值；

（2）当点 A1在射线 CD上时，如图②所示，直接写出线段 BB1的长；

（3）设直线 BB1，与直线 AA1相交于点 E，

①当点 B1与点 E重合时，直接写出线段 BB1的长；

②当 BB1＝8时，直接写出线段 BE的长．

【考点】几何变换综合题．菁优网版权所有

【专题】与圆有关的计算；几何直观；运算能力；推理能力．

【分析】（1）由旋转可得△B1CB∽△A1CA，再由相似的性质可得
��1
��1

=
��
��

=
4
5
；

（2）过点 B1作 B1G⊥A1C交于 G，过点 B1作 B1H⊥BC交于点 H，证明△B1CG∽△A1CB1，

求出 CG= 32
5 ，再证明四边形 B1GCH是矩形，再分别求出 B1G＝HC= 24

5 ，B1H＝CG= 32
5 ，

BH= 16
5 在 Rt△B1HB中，用勾股定理求出 BB1=

16
5 5；

（3）①先证明 E点是 AA1的中点，求出 AA1的长，再由△BCB1∽△ACA1，求出 BB1=
48
5 ；

②由题意可知△BCB1、△ACA1是等边三角形，再证明 E、B1、C、A1四点共圆，连接

CE，可得∠CEA1＝90°，即可知 E是 A1A的中点，过点 E作 EN⊥B1C交延长线于点 N，

在 Rt△NEB1中，设 NB1＝x，则 B1E＝2x，NE= 3x，在 Rt△NEC中，由勾股定理 EC2

＝CN2+NE2，求出 x＝﹣2+ 3 3
2 ，则 B1E＝﹣4+3 3，即可求 BE＝4+3 3；当 B1点在 BC

的下方时，同理可得 BE＝3 3 −4．

【解答】解：（1）由旋转可知∠BCB1＝∠ACA1，AC＝A1C，BC＝CB1，

∴△B1CB∽△A1CA，

∴
��1
��1

=
��
��

，

∵AB＝6，BC＝8，
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∴AC＝10，

∴
��1
��1

=
4
5
；

（2）过点 B1作 B1G⊥A1C交于 G，过点 B1作 B1H⊥BC交于点 H，

由旋转可知，△ABC≌△A1B1C，

∴A1B1＝6，B1C＝8，A1C＝AC＝10，

∴B1G= �1�⋅�1�1
�1� = 24

5 ，

∵∠CB1G+∠BCG＝90°，∠B1CG+∠B1A1C＝90°，

∴∠CB1G＝∠B1A1C，

∴△B1CG∽△A1CB1，

∴
�1�
�1�

=
��
��1

，即
8
10

=
��
8
，

∴CG= 32
5 ，

∵∠BCD＝90°，

∴四边形 B1GCH是矩形，

∴B1G＝HC= 24
5 ，B1H＝CG= 32

5 ，

∴BH＝8− 24
5 = 16

5 ，

在 Rt△B1HB中，BB1= �1�2 + ��2 = 16
5 5；

（3）①由旋转可知，∠A1B1C＝∠BCA＝90°，AC＝A1C，

∵点 B1与点 E重合，

∴E是 AA1的中点，CE＝BC＝8，

∵A1C＝AC＝10，

∴A1E＝AE＝6，

∴A1A＝12，

∵△BCB1∽△ACA1，

∴
��1
��1

=
4
5
，

∴BB1=
48
5 ；

②∵BB1＝8，BC＝B1C＝8，
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∴△BCB1是等边三角形，

∴∠BB1C＝60°，

∴∠EB1C＝120°，

∵△BCB1∽△ACA1，

∴∠AA1C＝60°，

∴E、B1、C、A1四点共圆，

连接 CE，

∵∠CB1A1＝90°，

∴A1C是圆的直径，

∴∠CEA1＝90°，

∵
��1
��1

=
4
5
，BB1＝8，

∴AA1＝10，

∵A1C＝AC＝10，

∴△ACA1是等边三角形，

∴E是 A1A的中点，

∴A1E＝5，

∴EC＝5 3，

过点 E作 EN⊥B1C交延长线于点 N，

在 Rt△NEB1中，∠NB1E＝60°，

设 NB1＝x，则 B1E＝2x，NE= 3x，

在 Rt△NEC中，EC2＝CN2+NE2，即 75＝（8+x）2+3x2，

解得 x＝﹣2+ 3 3
2 或 x＝﹣2− 3 3

2 （舍），

∴B1E＝2×（﹣2+ 3 3
2 ）＝﹣4+3 3，

∴BE＝8﹣4+3 3 =4+3 3；

当 B1点在 BC的下方时，同理可得 BE＝3 3 −4；

综上所述：BE的长为 4+3 3或 3 3 −4．
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【点评】本题考查圆的综合应用，熟练掌握图形旋转的性质，等边三角形的性质，四点



第 67页（共 71页）

共圆的判定及性质，三角形三角形的判定及性质，勾股定理的应用是解题的关键．

15．（2022•固安县模拟）如图 1，四边形 ABCD是正方形，且 AB＝4，点 O与点 B重合，

以 O为圆心，作半径长为 3的半圆 O，交 BC于点 E，交 AB于点 F，交 AB的延长线于

点 G．发现：

（1）M是半圆 O上任意一点，连接 AM，则 AM的最大值为 7 .思考：将半圆 O绕

点 F逆时针旋转，记旋转角为 a（0°＜a＜180°）．

（2）如图 2，若半圆 O直径 FG经过点 C时，求点 G转过的弧长．

（3）在旋转过程中圆心 O到 C和 D的距离相等时，求 S△ODC．

探究：

（4）在旋转过程中，若半圆 O与正方形的边相切，求点 D到切点的距离．（参考数据：

sin35°≈ 4
5，co53°≈ 3

5，tan53°≈ 4
3）

【考点】圆的综合题．菁优网版权所有

【专题】几何综合题；压轴题；推理能力；应用意识．

【分析】（1）根据点 M与点 G重合时，AM最大，即可求得答案；

（2）点 G运动轨迹为以 F为圆心 FG为半径，圆心角为∠BFC的扇形弧，由解直角三

角形可求得α，利用弧长公式即可；

（3）根据圆心 O到 C和 D的距离相等，可得圆心 O在 CD的垂直平分线上，利用勾股

定理可得 OQ＝2 2，进而求得 OP，再运用三角形面积公式即可求得答案；

（4）分三种情况：当半圆 O与正方形的边 CD相切于 T时，当半圆 O与正方形的边 AD

相切于 T时，当半圆 O与正方形的边 AB相切于 F时，分别利用切线性质及勾股定理即

可求得答案．

【解答】解：（1）当点 M与点 G重合时，AM最大，如图 1，
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∵AM＝AG＝AB+BG＝4+3＝7，

∴AM的最大值为 7，

故答案为：7．

（2）点 G运动轨迹为以 F为圆心 FG为半径，圆心角为∠BFC的扇形弧，

∵tanα＝tan∠BFC= ��
�� = 4

3，

∴α≈53°，

∵FG＝2BF＝6，

∴点 G转过的弧长= 53⋅�⋅6
180 = 53

30π．

（3）设 CD、AB的中点分别为 P、Q，如图 3，连接 PQ，

则四边形 BCPQ是矩形，PQ＝CD＝AB＝4，BQ＝AQ＝CP＝DP＝2，

∵圆心 O到 C和 D的距离相等，

∴点 O在 PQ上，
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在 Rt△OFQ中，OF＝3，FQ＝BF﹣BQ＝3﹣2＝1，

∴OQ= ��2 − ��2 = 32 − 12 =2 2，

∴OP＝PQ﹣OQ＝4﹣2 2，

∵OP⊥CD，

∴S△ODC= 1
2CD•OP= 1

2 ×4×（4﹣2 2）＝8﹣4 2．

（4）当半圆 O与正方形的边 CD相切于 T时，如图 4，连接 TO并延长交 AB于 R，

则 TR⊥CD，

∴∠CTR＝∠ABC＝∠BCD＝90°，

∴四边形 BCTR是矩形，

∴TR＝BC＝4，

∵OT＝OF＝BF＝3，

∴OR＝1，

在 Rt△FOR中，OR= ��2 − ��2 = 32 − 12 =2 2，

∴CT＝BR＝3﹣2 2，

∴DT＝CD﹣CT＝4﹣（3﹣2 2）＝2 2 +1；

当半圆 O与正方形的边 AD相切于 T时，如图 5，

连接 OT交 BC于 R，过点 O作 OK⊥AB于 K，

则 OT＝3，TR＝4，OR＝BK＝1，
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∴FK＝3﹣1＝2，

在 Rt△FQK中，OK= ��2 − ��2 = 32 − 22 = 5，

∵∠ATO＝∠A＝∠AKO＝90°，

∴四边形 AKOT是矩形，

∴AT＝OK= 5，

∴DT＝4− 5；

当半圆 O与正方形的边 AB相切于 F时，如图 6，

在 Rt△ADF中，DF= ��2 + ��2 = 42 + 12 = 17；

综上所述，点 D到切点的距离为 2 2 +1或 4− 5或 17．

【点评】本题是圆的综合题，考查了正方形的性质，圆的切线性质，旋转变换的性质，

勾股定理，三角形面积，解直角三角形，弧长公式等，利用分类思想解决问题是本题的

关键．
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考点卡片

1．圆的综合题

圆的综合题．

2．几何变换综合题

几何变换综合题．

3．四点共圆

1、将四点连成一个四边形，若对角互补，那么这四点共圆．

2、连接对角线，若这个四边形的一边同侧的两个顶角相等，那么这四点共圆．

（以上 2点简记为“同侧相等，异侧互补”）

3、基本方法：找一点到已知四点距离相等．

4、由“对角互补”可以推出“同侧角相等”；反过来，由“同侧角相等”也可以推出“对角

互补”．

5、

若四边形 ABCD中有，OA×OC＝OB×OD，那么 A、B、C、D四点共圆．


